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Equations de Navier-Stokes incompressibles

Soit Q € RY un ouvert régulier et T > 0. On considere le probleme de
Cauchy pour les équations de Navier-Stokes incompressibles suivant :

v —vAv+ (v-VIv+Vp=f, xecQ, te]0,T]
Vv=0, xeQ, tel0,T]

v(0,x) =vo(x), x€Q

v=0, x€0Q, tel0,T]

(NS)

Inconnues : la vitesse v(t, x) et la pression p(t, x)

f = somme des forces extérieures. On suppose f = 0 dans la suite.
v > 0 la viscosité cinématique du fluide.

d
B ov; ., 0p op
V'Viz_;axi Vpi(axl’”"axd)
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Probleme lié au calcul de la pression

En prenant la divergence de I'équation du bilan de la quantité du
mouvement dans (N'S), on obtient :

—Ap =V -[(v- V)] (1)

Les conditions aux limites naturelles imposées a I'équation (1), d'apres

(NS), sont :
o _

on
n vecteur normal unitaire sortant a Of.

vi - Av

—— Probléme de calcul du terme Av sur le bord du domaine 0f2.

— Discrétisation particuliere avec la méthode de projection [Chorin
68,Temam 68, Goda 79].
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Méthode de Gauge

[W. E-J. Liu 03, P. Caussignac 07]

La méthode de Gauge consiste a introduire ce changement de variable :
a=v+Vy = Ax=V-a
Avec le systeme (NS), cela donne :
Ora—vAa+(v-V)v=0 avec p = Oix — vAX

Flexibilité par rapport aux conditions aux limites :

0 )

k=0 a-i=0 a-7=2%
ou P
on

7 vecteur tangent a 0.
— Le calcul de x demande la résolution d'un probleme de Poisson !



Pour résoudre les équations de Navier-Stokes sous cette formulation, il
faut donc étre capable de :

(/) Résoudre une équation de la chaleur sur a :
Ora—vAa=—(v-V)v
(ii) Calculer v a partir de a.

Pour répondre au point (i), on va utiliser une méthode de Galerkin sur
base d'ondelettes.

Pour le point (ii), on va utiliser la décomposition de Helmholtz-Hodge par
ondelettes a divergence nulle ou a rotationnel nul.
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Décomposition de Helmholtz-Hodge
[Girault-Raviart 86]

e Pour u € (L%(Q))?, Q  R? ouvert borné connexe et régulier, on a :

u=V Ax+Vqg+h — unique

avec

V- (VAx)=0, VA(Vg =0, V-h=0 e VAh=0
e En terme d’espaces, on obtient :

(L2(2))? = Hai () @ 7-[#,-\,71(9) @ Hyi,»(Q2) — somme orthogonale
ou

Hai(Q) = {ue(L3(Q)?; V-u=0etu-n=0surdQ}

n vecteur normal unitaire sortant sur 9.

M1 () ={Va: g€ Hy(Q)} et Hg,,(2) ={Vq: g€ H(Q) et Ag = 0}



Décomposition de Helmholtz-Hodge

eSiQC Rd, vérifie des conditions aux limites de Dirichlet homogenes, on a :

(Hi(Q)? = {ue (HYQ); u=0surdQ}
= Haivo(Q) @ Hj_iv,o(Q)

avec

Haivo(Q) = {ue (L2(Q)) ; div(u) =0 et u=0 sur IQ}

{u=rot(x) ; x € HX(Q), rot(x) € HX(Q) et X

o =%

et

Hg(Q) = {u=(-4;")(Vaq);: g€ ’(Q)}
c {Vq; gec H(Q)}
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Bases d'ondelettes pour H4;, (2) et Hd,v( )

e Ondelettes a divergence nulle 2D :

wdlv — A [l 11 2j27/)1 , /Jm 1Y/ _ 440
ik = [V ke @) 4] = _zjlw ® u . (¥7) =4
J2,K2

e Ondelettes a rotationnel nul 2D : llfmt = V[ b e QUL ]

— {j = 201241 (2x — k)} base d’ ondelettes 1D assez réguliére

-Cas périodique ou sur R? [Lemarié 92, Urban 96, Deriaz-Perrier 06],
sur [0,1]¢ avec conditions aux limites physiques [Kadri-Perrier 10].

"
Cutplpl)ai 01 Gty ly et 01

Figure: Exemple de fonction d'échelle (3 gauche) et ondelette (a droite) de bord a
divergence nulle en (0,0) vérifiant u -/ = 0 : ¢! est le B-Spline 3.3



Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes
e Décomposition de Helmholtz-Hodge :

u=ug, +Vg avec V-ugy, =0etuy -i=0surdQ (non périodique)

Alors :
</ d1v> <“d|v/ d1v>

ol {\Il‘h‘} est une base d'ondelettes de #,(€2). On cherche ug;,, sous la forme :

ugiy, = Z ddlv wdlv
ik

Ce qui donne :

(&) =M ({u/v30)

avec M la matrice de Gram de la base (\Ujfiil‘(’).

— En périodique, on peut utiliser la base de Fourier!



Propriétés

e En dimension deux d’espace, on a :

Y u,ve H(Q) / rot(u) - rot(v) = / Vu - Vv (pareil en périodique)
Ja Ja

Alors

— M = Matrice du Laplacien scalaire 2D — préconditionneur explicite !

e La structure tensorielle des bases donne :
M ()] = MR + R[d M

avec M et R les matrices de masse et de raideur des bases d'ondelettes 1D.



Exemple d'analyse d'un champ a divergence nulle
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Figure: Coefficients d'échelle, d'ondelettes et I'erreur d'approximation non linéaire
sur u; (de gauche vers droite). Base a divergence nulle : 1! B-Spline 3.3.
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Figure: Erreur d'approximation non linéaire sur u, résidus sur ul et u2
reconstitués avec 22% de leurs coefficients a divergence nulle.



Exemple de décomposition

Figure: u = Ugiv + Usot
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Figure: Erreur de projection a divergence nulle dans H! et H (3 gauche),
vorticité de (u- V)u = ugiy + V p (au centre) et la pression p (a droite).
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Schéma numérique en temps

e Crank-Nicolson pour la diffusion et Adams-Bashforth pour la convection.
Soient a" ~ a(ndt, x) et ot le pas de temps choisi, on a :

a"t! —a” 1/2 12,V 1
T = (W2 unmt2 L AR a”)
ot 2
d,n+1
aml.i=0, amt.7= X g 00
oT

avec

3 1
(w12 vtz — 5(v”.V)v” - E(v”_l.V)v”_1 et Vy™!=2Vy"—Vy"!

PP projecteur orthogonal de (L2([0,1]?))? sur Hai 0([0, 1]?).

Attention ! Contrainte de stabilité sur le pas de temps : 5t < C(0x)*/3
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Schéma numérique en espace

On cherche les composantes de la solution approchée a” sous la forme :
aj = k1/11k1 T/JQkQ et aj= kl/ﬂkl 1/12719
il<i. k lil<i. k
En utilisant la factorisation du noyau de la chaleur sur base d’ondelettes, on a :
[dl n+1] RM Rl i [dl n] RO 5 - StM! (P[(v n+1/2 v)vn+1/2]1) MO
et

R% [Cj.i2i21+l] R]% = RO? 521: [d2 n] Rl 5: 5tMO (]P)[(Vn+1/2 . v)vn+l/2]2) Ml

M¢ : matrice de masse 1D de la base {¢,} , pour ¢ =0, 1.
R, : matrice de rigidité 1D de (1 — aA) dans la base {4, }, pour ¢ =0, 1.



Validation numérique

¥ . u1 = cos t.(sin mx)?. sin 27y
- N ) \ ux = — cos t.sin 2mx.(sin y)?
\ . X = 0.25cos t.[(2 4 cosmx).(2 + cosmy)]

) Echelle logarithmique pour I'erreur : log,
Base d’ondelettes B-Spline 3.3.

Figure: Coeffs d'échelle & div-nulle 3 t = 20, 50, 80, pour v = 10~* et une trace
g = —16x3(1 — x)2. La résolution est de j = 8.



Complexité

Soit N = 2/, avec j la résolution la plus fine. Les principales étapes du
schéma demandent :

e Le calcul du terme (u ,,+1/2 V) ,,+1/2 en différences finies et sa
projection sur (¢} , @ 1/ ' k1 ® 1/ k). Le colit de cette étape est de
O(N?).

J1,ki o ,ka? ¥

e La résolution d'une équation de la chaleur sur a. Le colit de cette étape
est de O(rIN?) opérations.

e Le calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodge de a. Le colit de
cette étape est de O(rIN?)

— r est le nombre d'éléments par ligne de la matrice de raideur de la base

d’ondelettes 1D considérée.



Interaction de 3 tourbillons (cas périodique)
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Figure: Vorticité a t =0, 10, 20, pour v = 3.8.107°% et j = 8.
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Figure: Vorticité a t = 30, 40. Pourcentage de coeffs d’ondelette a div-nulle au
dessus d'un certain seuil € fixé : € = 8.107%, 16.10~*, 32.10*.



Cavité entralnée
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Figure: Contours de vorticité a t = 30 et coeffs d'échelle a div-nulle, pour
Re = 2000. Pourcentage de coeffs d'ondelette a div-nulle au dessus d'un certain
seuil € fixé : € = 8.107%, 16.107%, 32.10~*.



Conclusion et Perspectives

@ Décomposition de Helmholtz-Hodge sur le carré

@ Résolution de Navier-Stokes avec conditions aux limites
physiques

© Prise en compte de I'adaptativité de bases d’ondelettes

O Méthode variationnelle multi-échelle (sans modeéle)

(5] Etude des modeles de turbulence de sous-maille
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