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Résumé

On s’intéresse dans ce cours a la réduction des opérateurs bornés normaux d’un C-espace de Hilbert.
Il est connu que lorsque H est de dimension finie, un opérateur 7' normal (T'7* = T*T) admet une base
orthonormée (ey,...,e,) de H constituée de vecteurs propres. En dimension infinie, un opérateur normal
peut tres bien ne pas avoir de valeurs propres. Examinons par exemple I'opérateur T' de ’espace de Lebesgue
L?(0,1) qui & la fonction f(z) associce xf(x). Il est facile de constater que T est borné (||T|| < 1) et que T
est hermitien (T = T*) donc normal. Par contre, si f € L?(0,1) est un vecteur propre, alors on a T'f = \f,
et donc (z — A)f(z) = 0 pour presque tout z €0, 1], la mesure de Lebesgue n’admettant pas d’atomes, on
obtient f = 0.

Nous allons voir, que d’une certaine maniére les opérateurs normaux de multiplication f(z) — zf(z) définis
sur des espaces de Lebesgue L2(u), oll u est une mesure positive, finie et & support, sont représentatifs de
tous les opérateurs normaux.

Nous nous sommes essentiellement inspirés des “ Eléments d’analyse” de Jean Dieudonné ([Die]).

1 Calcul fonctionnel continu et sous-algebre stellaire

Dans cette partie, on fait quelques rappels sur les C-algebres completes ainsi que sur les propriétés impor-

tantes des caractéres des algebrse commutatives. En application, on étudie le calcul fonctionnel continu d’un

opérateur normal 7' d’un espace de Hilbert, c’est-a-dire comment définir f(T") lorsque f est une fonction

continue sur le spectre de T. L’idée maitresse consiste & remarquer que l'on sait définir f(7) lorsque f est

une fonction polynomiale, que l'on préfere mettre sous forme z +— P(z,%Z), puis de démontrer la formule

[lf(D)|| = sup |f(2)|, la définition de f(T) lorsque f est continue se déduira par un raisonnement de
z€S

P(T)
densité.

1.1 Quelques rappels sur les algebres normées

Dans toute la suite, on appelle une C-algebre normée une C algebre, dont on note e I’élément neutre, munie
d’une norme || - || vérifiant ||e|| = 1, |zy|| < ||z]| - ||y|| pour tous z,y € A.

Proposition 1.1.1. Soit A une C-algebre de Banach , pour tout = € A tel que ||z|| < 1, on a e+ € A*.
Par suite, le groupe A* des éléments inversibles de A est un ouvert de A.

PREUVE. L’argument est classique : la série Y (—z)™ est convergente et sa limite est 'inverse de e + z.
Autrement dit, la boule ouverte B(e,1) de centre e et de rayon 1 est incluse dans A*. Comme A* est un
groupe et qu’il contient un voisinage de son élément neutre e, on déduit qu’il est ouvert. O
Définition 1.1.2. Soient A une C-algebre et a € A, le spectre de a est le sous-ensemble de C défini par

spala) ={A e C\a— re g A}

Les éléments de sp(a) sont les valeurs spectrales de a. S’il n’y a aucune confusion, on note sp4(a) = sp(a).



On fera attention que la définition du spectre d’un élément d’une algebre dépend de 'algebre considérée.
En l'occurrence, si B est une C-algebre de Banach vérifiant a € B C A, le spectre de a relativement & B n’est
pas le méme que le spectre de a relativement & A, 'inclusion B* C A* ameéne de maniere triviale a I'inclusion

spa(a) C spg(a).
Proposition 1.1.3. Les valeurs spectrales d’un élément a d’une C-algébre de Banach ont un module < [|al|.

PREUVE. Soit A € C tel que |A| > ||a||. Les éléments e — a/\ et a — Ae sont donc inversibles. O

Théoréme 1.1.4. Le spectre d’un élément a d’une C-algebre de Banach A est non vide et compact dans C.

PREUVE.
a) D’apres la proposition sp(a) est borné.

b) Montrons maintenant que sp(a) est fermé. Soit (\,), une suite convergente de valeurs spectrales et
A = lim \,. Comme a — e est limite de la suite (a — An€),, d’éléments non inversibles, la proposition [1.1.1]
conclut que a — A\e n’est pas inversible.

c¢) Il reste & prouver le point clé : sp(a) n’est pas vide. Supposons par l'absurde que pour tout z € C on
ait a — ze € A*. Fixons f € L(A,C), la fonction z € C — f((a — ze)~!) est holomorphe et tend vers
0 quand z — 400, le théoréme de Liouville assure qu’elle est nulle. Ainsi pour tout f € L(A4,C) on
a f(a™') = 0. En conséquence du théoréme d’Hahn-Banach, on comprend que I'on a a=! = 0, ce qui
constitue manifestement une contradiction.

O

Définition 1.1.5. Soit ¢ € A un élément d’une C-algebre de Banach A, le rayon spectral de a est
r(a) = sup{|A|, A € sp(a)}

D’apres la proposition on a l'inégalité r(a) < ||a||. La formule de la proposition suivante, que 1’on
peut trouver dans [Rud|, est connue sous le nom de formule du rayon spectral.
Proposition 1.1.6. Soit a un élément d’une C-algebre de Banach A, on a r(a) = liI}ri ||a™]|1/™.

n—-+oo

PREUVE. Voir annexe. O

Théoréme 1.1.7. (Gelfand) Soit A une C-algebre de Banach dont tout élément non nul est inversible, alors
A est isométrique a C.

PREUVE. On considere le morphisme d’algebres ¢ : A € C +— Xe € A, qui s’aveére étre isométrique. En outre,
si Pon fixe € A et A € sp(x), I’élément & — e n’est pas inversible donc nul. Ainsi, 9 est surjectif. ([

On finit par une proposition qui étudie un exemple important de calcul de spectre :

Proposition 1.1.8. Soient K un espace topologique et A la C-algebre C°(K, C). Pour tout f € A, le spectre
de f est exactement f(K).

PREUVE. Montrons d’abord 1’équivalence

0¢sp(f) < 0¢&f(K)

Si 0 n’est pas une valeur spectrale de f, c’est-a-dire que f est inversible dans ’algebre A, on a pour tout
r € K Dégalité f(x)f (z) = 1, donc f ne s’annule pas sur K. Réciproquement, si f ne s’annule pas sur
K, alors la fonction 1/f est continue sur K. On conclut en remarquant que pour tout A € C on a les deux
équivalences :

resp(f) & 0esp(f—2)

AefK) & 0e(f-N(K)



1.2 Théorie des caracteres
On étudie quelques éléments de la théorie des caracteres.

Définition 1.2.1. On appelle caractere d’une C-algebre de Banach commutative A un morphisme d’algebres
de A dans C. On note X (A) 'ensemble des caracteres de A.

Proposition 1.2.2. Pour toute C-algebre de Banach commutative A, les caracteéres de A sont des applications
linéaires continues de norme 1 en tant qu’éléments de £(A4, C).

PREUVE. Considérons ¢ € X(A) et a € A, supposons par I’absurde que l'on ait |¢(a)| > ||a||. Ainsi, I'élément
a/¢p(a) a une norme < 1 et il ’ensuit que x = e — a/¢(a) est inversible. Par conséquent, ¢(x) est un nombre
complexe non nul, or on a ¢(z) = 1 — ¢(a)/¢(a) = 0. On a donc |¢(a)| < ||a||, puis ||¢]| < 1. Enfin, on a
oIl =1 car |p(e)| =1 = |le]]. 0

Proposition 1.2.3. Soit A une C-algebre de Banach commutative , Uapplication 2 qui & ¢ € X (A) associe
l'idéal ker ¢ de A est une bijection entre X (A) et 'ensemble des idéaux maximaux de A.

PREUVE. Si ¢ € X(A), alors ker ¢ est un idéal de A et ¢ induit par passage au quotient un isomorphisme
d’algebres de A/ ker ¢ sur C. Il s’ensuit que A/ ker ¢ est un corps et donc que I est un idéal maximal de A.
On a montré que ) est bien définie.

Montrons que € est surjective. Soit I un idéal maximal de A, 'adhérence I de I est stable par addition
et multiplication extérieure, donc demeure un idéal de A. Par maximalité de I, on est dans I'une des deux
situations suivantes : I est fermé (I = I) ou I est dense (I = A). Comme A* est un ouvert de A, si I était
dense, il contiendrait un élément inversible donc serait égal a A, cela est contradictoire. On comprend que I
est fermé. L’algeébre quotient A/I est une C-algebre de Banach commutative sans idéal non trivial : A/I est
donc un corps. Le théoreme de Gelfand assure que A/I est isométrique a C. Ainsi, il apparait que I est
le noyau de la surjection canonique A — A/I ~ C.

L’injectivité de Q est facile. Si deux morphismes d’algebres ¢, ¢’ € X(A) ont méme noyau alors ils sont
colinéaires, ’égalité ¢(e) = 1 = ¢/(e) assure que ¢ = ¢'. O

L’intérét des caracteres est expliqué par le théoreme suivant

Théoréme 1.2.4. Soit A une C-algebre de Banach commutative , le spectre d’un élément a € A est exacte-
ment ’ensemble

sp(a) = {p(a)\p € X(A)}

PREUVE. Soit A € sp(a), 'élément = a — Ae n’est pas inversible et I'idéal Az est un idéal propre puisqu’il
ne contient pas e. Le lemme de Zorn permet de montrer que Az est inclus dans un idéal maximal de A, la
proposition assure qu'il existe un caractére ¢ € X (A) tel que Ax C ker ¢. Conséquemment on a

Réciproquement, on fixe ¢ € X (A), 'élément y = a — ¢(a)e vérifie ¢(y) = 0 et donc n’est pas inversible. [

1.3 Calcul fonctionnel continu pour un opérateur normal

On considere désormais un C-espace de Hilbert H et son algebre de Banach £(H). On note par ailleurs
GL(H) I’ensemble des isomorphismes d’espaces de Hilbert de H. On pose les définitions habituelles :

Définition 1.3.1. Soit T € L(H),
a) T est hermitien si T* =T

b) T est unitaire si 7% = T~1



¢) TestnormalsiToT*=T*oT

Notons que le cas normal englobe les cas hermitien et unitaire. Par commodité on introduit la définition
suivante :

Définition 1.3.2. Une sous-algebre A de L£(H) est dite stellaire si elle est fermée et stable par ’adjonction
T— T

On convient par ailleurs que toute sous-algebre contient Id. L’intérét des sous-algebres stellaires sera
développé un peu plus loin.

Proposition 1.3.3. Pour toute sous-algebre stellaire B de L(H) et pour tout opérateur hermitien T € L(H),
le spectre spg(T) est réel.

PREUVE. Soit a + i une valeur spectrale de T dans B avec a, 3 € R. Pour tout ¢t € R, a + (5 + t) est une
valeur spectrale de T" + itIld dans B. La proposition [1.1.3] amene &

o 4+ (B + 1) <||T +t1d||? = |[(T + itld)(T + it1d)*|| = |[(T + itld)(T — it1d)|| = ||T? + ¢*1d|| < ||T?|| + t*

La fonction ¢t € R +— [t s’avere étre majorée donc § = 0. (]

Dans le commentaire faisant suite a la définition on a justifié I'inclusion spy gy (1) C spg(T).
Lorsque B est une sous-algebre stellaire, I'inclusion réciproque est aussi vraie de sorte que le spectre d’un
opérateur borné ne dépend pas de la sous-algebre stellaire qui le contient.

Lemme 1.3.4. Soit B une sous-algebre stellaire de L(H), on a I'égalité B* = GL(H) N B. Par suite, pour
tout S € B on a I'égalité spg(S) = sps(p)(S)-

PREUVE. L’inclusion B* C GL(H) N B est claire. Montrons I'inclusion réciproque. Soit T € GL(H) N B,
on veut montrer que 7~! € B. L’opérateur T o T* est inversible dans GL(H), nous allons justifier que son
inverse appartient & B. L’opérateur hermitien T'o T* appartient & B et 'on a l'inclusion spg (T oT*) C R en

vertu de [[L3.3

On déduit que pour tout n € N* 'on a ToT* +in~'Id € B*. La suite de terme général (T oT* +in~11d)~!
converge vers (T o T*)~!. Comme B est fermée, I'inverse de T o T* appartient & B. Par conséquent T est
inversible & droite dans B : il existe S € B tel que T oT* 0§ = Id. On conclut que T—! = T*S appartient &
B.

Enfin, pour tout A € C comme S — Ald € B, on obtient ’équivalence

S—AdeGLH) < S-MdeB*

Désormais, on parlera du spectre d’un opérateur borné T' € L(H) sans préciser d’algebre stellaire.
Lemme 1.3.5. Soit A une sous-algebre stellaire de L(H), pour tout T' € A et ¢ € X(A) on a ¢p(T*) = ¢(T).

PrREUVE. 1l suffit d’écrire T'=U + iV avec U = (T'+T*)/2 et V = (T —T%*)/(2i). On remarque que U et
V sont hermitiens donc & spectre réel. Le théoreme assure que pour tout ¢ € X(A) l'on a

H(T") = (U —iV) = o(U) —ip(V) = ¢(U) +ip(V) = ¢(T)

O
Lemme 1.3.6. Le rayon spectral d’un opérateur normal T' € L(H) vérifie r(T') = ||T|.
PREUVE. On suppose d’abord que T est hermitien. On a ||T'||> = [|T?|| et par récurrence sur n 'on obtient
pour tout n € N la relation ||72"|| = ||T||*". D’aprés la proposition [1.1.6} il vient r(T) = 1ir+n |22 =
n—-—+0oo

[|T|]. On revient au cas normal T7T* = T*T. L’élément TT* est hermitien et il s’ensuit que 'on a

()= lim (|T[[" = T \J[[T(Tm)* ([ = dim \J[[(TT)[Y = /r(TT*) = V[T = ||T]|

O




On arrive au théoreme crucial qui permet de définir le calcul fonctionnel continu d’un opérateur normal.

Théoréme 1.3.7. Soit T' € L(H) un opérateur normal, pour tout P € C[X,Y], on a

sp(P(T,T%)) = {P(A\X),A€sp(T)}
IP(T, T = sup [P(AN)]
AESP(T)

PREUVE. Notons d’abord que la relation TT* = T*T permet de définir P(a, a*) sans ambiguité. Introduisons
la plus petite sous-algebre stellaire contenant T' et T*, c’est-a-dire la sous-algebre commutative B = C[T, T*].
En vertu de[1.3.4] [1.3.5] et [T.2.4] on obtient

Py (P(T,T%)) = spp(P(T,T7))
= {o(P(T,T7)) \ ¢€X(B)}
= {P@(T),o(T*)) \ ¢€X(B)}
(T)

= {P(¢(T),6(T)) \ ¢ecX(B)}

(
(
De nouveau, et amenent a

sp(P(T,T%)) = {P(A\,A), A € spp(T)} = {P(\, ), A € sp(T)}
L’opérateur P(T,T*) est normal et le lemme permet de conclure

[[P(T,T7)|| = r(P(T,T7)) = sup [P\ M)
Aesp(T)

O

Notons P(sp(T'), C) I'algebre des fonctions continues de la forme z — P(z,Z) lorsque P € C[X,Y] sur le
compact sp(T). Le théoréme de Stone-Weierstrass permet de voir que l'algebre P(sp(T),C) est dense dans
C%(sp(T),C). On pourra consulter [HL] pour une démonstration du théoréme de Stone-Weierstrass. On est
maintenant en mesure d’énoncer le théoreme suivant

Théoréme 1.3.8. Soit T' € L(H) un opérateur normal, il existe un unique morphisme Jp d’algebres normées
de Palgebre CO(sp(T'),C) dans L(H) vérifiant

Jr(z—2)=T et Jpr(z—2z)=T"
En outre, Jr vérifie les propriétés suivantes :
a) VP € C[X,Y] Jr(z— P(2,2)) = P(T,T%)

b) VfeC(sp(T),C)  [|Jr(f) sup £ (=)

=
2€Sp(T)

¢) Im(Jr) = C[T, T7]
PREUVE.

e L’unicité d’un tel morphisme est clair : si J et J’' sont deux tels morphismes alors ’ensemble des
fonctions f vérifiant J(f) = J'(f) est une sous-algébre fermée de C°(sp(a), C) contenant 1’algebre dense
P(sp(T),C). Donc J = J'.

e Montrons maintenant 'existence. Soit f € P(sp(a),C), il existe un polynéme P € C[X,Y] tel que pour
tout z € sp(a) on ait f(z) = P(z,%Z). On aimerait définir Jp(f) comme étant égal & P(a,a*), mais il
faut justifier que I’élément P(T,T*) ne dépend pas du représentant P choisi. Considérons donc @ est
un autre polynéme & deux variables tel que pour tout z € C on ait P(z,Z) = Q(z,%). Le théoreme
affirme que

||P(T3T*) - Q(TaT*)” = sup ‘P(Z,Z) - Q(szﬂ =0
z€SP(T)



Si bien que P(T,T*) = Q(T,T*). On peut donc définir J sans ambiguité sur P(sp(7T'),C) et s’avere
étre un morphisme d’algebres de P(sp(T),C) dans L(H). Bien entendu, nous avons les deux égalités

Jz—2)=T e J(z—2z)=T"

De nouveau le théoreme explique que Jr est une isométrie de P(sp(T), C) dans l'algebre C[T, T*],
cette derniere est complete car fermée dans L(H). L’application Jr peut donc se prolonger en un

morphisme d’algebres isométrique de P(sp(T'),C) = C%(sp(T'), C) dans C[T, T*].

Le point a) découle de la construction précédente. Quant au point b), Jr est défini comme le prolongement
d’une isométrie sur une partie dense, donc Jp est isométrique. Enfin pour le point c), 'image d’une isométrie
linéaire & valeurs dans un espace complet est toujours une partie fermée, la conclusion découle des inclusions

C[T,T*]  Im(Jr) C C[T, T*]. O

Puisque Jr(f) vaut P(T,T*) lorsque f est la fonction z — P(z,%), avec P € C[X,Y], on convient de noter
Jr(f) = f(T) pour tout f € C(sp(T),C). Voici quelques propriétés élémentaires vérifiées par ces opérateurs.

Proposition 1.3.9. Soit 7' € L(H) un opérateur normal, pour tout f € C%(sp(7T),C), on a
a) f(T)=f(T)"
b) f(T) est normal

o) [IfDl=r(f(T)= sup [f(z)

2€sp(T)
d) sp(f(T)) = f(sp(T))

e) pour tout U € GL(H) unitaire, on a f(UTU ) =Uf(T)U !
PREUVE. Montrons les différents points

a) Légalité f(T) = f(T)" est valable pour tout f € P(sp(7T"),C). On conclut par densité et par continuité
de lapplication f +— Jp(f) = f(T) et de adjonction.

b) De méme que le point a), 'égalité f(T)*f(T) = f(T)f(T)* est valable pour f € P(sp(T),C) et s’étend
par densité pour tout f € C%(sp(T),C).

c¢) Il s’agit du point b) du théoreme [1.3.8

d) Jr_est un isomorphisme d’algébres normées de C°(sp(T'), C) sur C[T,T*] C L(H). Les propositions m
et appliquée a la sous-algebre stellaire B = C[T, T*], permettent de conclure.

e) Le morphisme d’algebres J' : f € C%(sp(T),C) — U f(T)U~! est manifestement continu et vérfie
J (2w 2)=UTU " et J(2+—2) =UT*U'=UTU)*

L’unicité du morphisme Jypy-1 (1.3.8)) montre alors que J' = Jypy-1.



2 Réduction des opérateurs normaux

2.1 Exemples issus de la théorie de I’intégration

Rappelons que le support supp(p) d’'une mesure p sur C est le fermé de C vérifiant les trois propriétés
équivalentes :

1) Q= supp(p)® est le plus grand ouvert vérifiant p(2) =0
2) supp(s) = {z € C,Ve >0 pu(Bol(z¢) > 0)

3) supp(w) est le plus petit fermé tel que pour p presque tout z € C on ait z € supp(u)

Fixons quelques notations d’intégration.

Définition 2.1.1. On note M(C) l'ensemble des mesures positives, & support compact et finies définies
sur la tribu des boréliens de C.

Par exemple, si K est un compact de C, alors toute mesure de Radon positive de K s’identifie naturellement
comme un élément de M (C) & support inclus dans K.

Définition 2.1.2. Pour tout compact K C C, on note B(K) la C-algebre des fonctions boréliennes bornées
sur K & valeurs complexes, elle devient compléte munie de la norme infinie.

Définition 2.1.3. Soient u € M(C) et f € B(supp(p)) on note S(u, f) Papplication linéaire de l'espace de
Hilbert L?(p) dans lui-méme définie par

Vg e L(n) S(u () = F(2)g(z)  n presque pour tout = € C

Lorsque f est la fonction identité z — z, on note simplement S(u, f) = S(u).

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes
Proposition 2.1.4. Pour toutes fonctions f, f1, fo € B(supp(p)) et a,a1,a2 € C on a

a) S(u, f1) o S(u, f2) = S(u, f1f2), en particulier S(u, f1) et S(u, f2) commutent
S(u,a1f1 + azfa) = a1S(p, f1) + a2S(p, fa)
S(1,1) = gz

)
)
)
d) lopérateur S(u, f) est un opérateur borné de norme < || f||~
)
)
)

=3

C

l'opérateur S(u, f)* est exactement S(u, f)

@

—

Popérateur S(u, f) est normal

g) pour tout g € P(sp(T),C), on a g(S(u, f)) = S, 9(f))-

A titre d’exemple, on pourra examiner la situation suivante : soit A(1),--- , A\(n) des nombres complexes
distincts et v la mesure ZZ=1 dak)- Il est facile de constater que les fonctions 1y(1),- -+, 1,y forment une
base orthonormée de I'espace L?(p). En outre, on a S(u)1yp) = k1), autrement dit S(u) est diagonalisé
dans une base orthonormée. Cet exemple est représentatif de tous les cas d’opérateurs normaux en dimension
finie.



2.2 Conjugaison unitaire

Dans toute la suite, les symboles H et H; désignent des C-espaces de Hilbert séparables.

Définition 2.2.1. Un opérateur T' € L(H;, Hy) est dit unitaire si 'on a TT* = Idy, et T*T = Idy,. En
particulier T est bijectif et isométrique (||T(x)|| = ||=|| pour tout = € Hy).

Définition 2.2.2. Soient T4 € L(H;) et To € L(H3), on définit la relation d’équivalence Ty ~ T, par
Pexistence d’un opérateur unitaire U € L(Hy, Hy) tel que UTy U~! =T,. Ondit que T et T5 sont unitairement
conjugués.

On remarque que si 77 et T sont unitairement conjugués alors 17 et T3 le sont aussi.

2.3 Sous-espaces cycliques

Définition 2.3.1. Soit T € L(H) un opérateur normal, pour tout € H on note [z]r le plus petit sous-espace
fermé de H stable par T et T™*, c’est-a-dire

[z]r = Vect{T* o T™*(z), (k,m) € N2}

Un sous-espace F' de H est dit T-cyclique s'il existe € H tel que F = [z]r.
L’opérateur T est monogene si H est T-cyclique. Dans ce cas, un vecteur x € H tel que H = [z]|r est dit
totalisateur pour 7T

On remarque que pour tout P € C[X,Y] 'élément P(T,T*)(x) appartient au sous-espace fermé [z]r, et
par conséquent il en est de méme pour f(T)x avec f € CO(sp(T),C). Le théoréme suivant décrit completement
le comportement d’un opérateur normal sur un sous-espace cyclique.

Théoréme 2.3.2. Soit T' € L(H) un opérateur normal et 2 € H, Papplication
pz = [ €Csp(T),C) = (f(T)z|z)

est une mesure positive sur sp(7"), que 'on identifie & une mesure sur C a support inclus dans sp(7’), on
I’appelle la mesure spectrale de x par rapport a T'. Par suite, 'application

Uy : f €C(sp(T),C) = f(T)z
se prolonge en une isométrie de L?(sp(T), uL) sur [z]r et par conjugaison on a
U, 'TU, = S(ul)
PREUVE.

i) L’application ul est une forme linéaire positive : si f > 0 on pose g = v/f et donc

U(f) = (¢*(T)zlz) = (9(T) 0 g(T)zlx) = (9(T)z|g(T)*x) = (9(T)z[g(T)z) = (9(T)z|g(T)z) > 0

C’est précisément pour cette raison que le calcul fonctionnel s’est avéré utile : 'ensemble des fonctions
continues positives sur sp(7’) est stable par racine carrée, ce qui n’est pas le cas de ’ensemble des
fonctions positives de P(sp(T'), C). Autrement dit, " est une mesure de Radon positive sur le compact
sp(T).

Concernant 'application linéaire U,, on a directement

1Ua(HI? = IF(T)z]? = (F(T)z]f(T)2) = (f(T)* o f(T)zlz) = (| f*(T)z]z) = / |fPPdpg

Par ailleurs, I'espace complété de I'espace C°(sp(T'), C) muni de la norme f (f |f|2d,uz) Y2 ost I’espace
de Lebesgue L%(sp(T), uL). Comme l'espace [z]|7 est complet, U, se prolonge de maniére unique en une
isométrie, que I’on note encore Uy, de L?(sp(T), uL) dans [z]7. Enfin, 'image de U, est dense dans [z]r,
mais aussi fermé puisque U, est isométrique, s’ensuit que U, est une isométrie linéaire de L2(sp(T), ul)
sur [z]p.



ii) 1l s’agit maintenant de comprendre I’action de l'opérateur U *TU, sur L?(sp(T),ul). Considérons
f €CO%sp(T),C) et notons g la fonction continue S(ul)(f) : 2 — 2f(2), de Iégalité T'f(T) = g(T) vient

U 'TUL(f) = U ' TH(T)(x) = Uy (T (2) = g = S(ult) f

Si bien que U, 'TU, et S(uX) coincident sur la partie dense C°(sp(T"), C) de L2(sp(T'), uX). On conclut
que U 1TU, = S(ul).

O

Voici un exemple :

Proposition 2.3.3. Soient ;1 € M(C) et un élément ¢ € L?(u). La mesure spectrale de ¢ par rapport a S(u)
est |¢|?u. La fonction ¢ = 1 est totalisatrice pour S(u).

PREUVE. Pour tout f € P(sp(S(r)),C), on a

FSW)6 =S, b= 6 = (F(S()lé) = / f16du

On comprend que la mesure spectrale de ¢ par rapport & 'opérateur S(u) est |¢|2u. La fonction 1 est bien
entendu totalisatrice pour S(u) puisque P(sp(S(u)),C) est dense dans L?(p). O

Naturellement, les mesures spectrales sont inchangées par conjugaison unitaire.

Proposition 2.3.4. On considere H; et Hs deux C-espaces de Hilbert séparables. Si T € L(H7) et si U est
uru—?t

une isométrie de Hy sur Hy alors pour tout x € Hy, les mesures ug et B (2 sont égales.
PREUVE. Remarquons d’abord que T et UTU ! ont méme spectre. Il s’agit donc de prouver que pour tout
feCo%sp(T),C) on a

(f(T)z|x) = (fF(UTU")U(2)|U(x))

La proposition assure que l'on a la formule f(UTU 1) = Uf(T)U~! et acheve la preuve. O

Voici une application non triviale : soit T € L£(H) un opérateur normal avec dim H > 2, il existe un
sous-espace fermé F' C H différent de {0} et H qui est stable par T et T*. En effet, considérons un vecteur
non nul z € H, si le sev [z]r est différent de H, alors il convient. Dans le cas contraire, on a H = [z]p,
le théoreme explique que T est unitairement conjugué a 'opérateur S(u,), c’est-a~dire I'opérateur qui
associe & f(z) la fonction zf(2) sur L?(u,). Sile support de la mesure y, était un singleton, i.e. i, est une
masse de Dirac, alors L?(p,) serait de dimension 1. Considérons alors A\; et Ay deux nombres distincts du
support de p,, fixons aussi € > 0 de sorte que les boules ouvertes B, (A1, €) et B,(Ag, €) soient disjointes. Le
sous-espace constitué des fonctions f € L?(u,) & support dans la boule B, ()1, €) est un sous-espace fermé non
trivial stable par S(u;) et S(u,)*. Signalons que ce probléme ouvert en toute généralité a 1’heure actuelle,
étant donné un opérateur borné T' € L(H) avec dim H = oo, on ne sait pas si 7' admet ou non un sous-espace
fermé stable non trivial.

2.4 Décomposition orthogonale en sous-espaces cycliques

Faisons une remarque qui va nous servir dans la démonstration de la proposition suivante. Si T' € L(H) est
un opérateur normal et si x et y sont deux vecteurs vérifiant [x]r L y, alors on a aussi [z]r L [y]r. En effet,
pour tout P,@Q € C[X,Y], on a

(P(T, T*)a|Q(T, T*)y) = (Q(T,T*))* o P(T, T*)xly) = (QP(T, T*)aly) = 0



ou @ est le polynéme défini par

QX,Y) =Y anmX"Y" = Q(X,Y) =Y @m¥"X™

n,m n,m
On en arrive au

Théoréme 2.4.1. Soient T € L(H) un opérateur normal et Dy un sous-ensemble au plus dénombrable
(éventuellement vide) de H tel que tous z # y € Dy vérifient [x]r L [y]r. Il existe un sous-ensemble D C H
vérifiant les propriétés

a) D est au plus dénombrable (fini ou dénombrable)

b) D contient Dy

c) pourtousz#y € DonalzlrL[ylr

d) la somme directe orthogonale . []7 est égale a tout H

PREUVE. On remarque que T et T™ laissent stable les sous-espaces [z|r lorsque & € Dy. Si bien que T et T*
laisse stable I'orthogonal Hy de la somme directe @, p[z]7r. Si Hg est trivial, D = Dy convient. On suppose
donc le contraire. Il s’agit de décomposer Hy en une somme directe orthogonale de sous-espaces cycliques.
Soit (e, )n>1 une partie dense de Hy. On va construire par récurrence sur n > 1 une suite (x,,) & valeurs dans
Hy vérifiant les propriétés

1) les sous-espaces 1], ..., [Tn]7T sont en somme directe orthogonale
2) Vk € [1,n] er € [x1]r & & [xnr

Pour n = 1, le choix x1 = e; répond aux attentes. On suppose donc construits zi,...,x, € Hy. Par
projection orthogonale du vecteur e,1, il existe x,41 € Hy tel que z,41 soit orthogonal au sous-espaces
[z1])T, ..., [xn]T €t que zp41 — e,11 appartienne & [z1]7 @ -+ @ [x,]r. On en déduit que les sous-espaces
[®1]T, -+, [Tny1]T sont orthogonaux (voir la remarque précédent 1’énoncé de la proposition) et que e,i1
appartient a leur somme directe. Notre récurrence est prouvée. Finalement, €, -, [xn]7 est un sous-espace
fermé de Hy contenant les vecteurs (ey,)n>1, si bien que &, <, [xn]7 = Ho. On conclut que D = DoU{x,,n >
1} convient.

O

On aurait pu invoquer le lemme de Zorn pour traiter cette démonstration mais, comme souvent en analyse,
le caractere séparable des espaces en jeu permet de s’en passer.

Ce théoreme est important, il explique que la compréhension d’un opérateur normal se résume a celle des
opérateurs S(fip).

Exercices

1) Soit T € L(H) un opérateur normal, montrer qu'’il existe

e un espace mesuré (X, F)
e une mesure positive v sur (X, F)

e une fonction m € L*>(X, u)

tels que T soit unitairement conjugué a opérateur f — mf de L(v).
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3 Annexe

Quelques démonstrations oubliées :

Proposition [1.1.6] Soit a un élément d’'une C-algebre de Banach A, on a r(a) = liIJIrl |Ja™|[*/™.
n—-+oo

PREUVE. On peut supposer que a # 0. Comme A* est ouvert, il en est de méme de Q = {z € C,e—za € A*}.

Soit ¢ une forme linéaire continue sur A et considérons la fonction f: 2z € Q +— ¢ (ﬁ), cette derniere est

holomorphe sur Q. Le disque ouvert centré en lorigine de rayon 1/||a|| appartenant & Q et A étant compléte,
on peut développer f en série entiere pour |z| < 1/||a|| :

+oo

fz) =Y z"d(a")

n=0

La théorie des fonctions holomorphes explique que le rayon de convergence de la série entiere est exactement
sup{r > 0, B,(O,r) C Q}. Faisons alors les remarques suivantes :

B,(0,r) C Q & O Cc{zeC,|z| >r}
& {zeC*1/zespla)} C{z€C,|z| >r}
& sp(a)\{0} Cc {z € C,|z| < 1/r}
1l s’ensuit que le rayon de convergence recherchée est 1/r(a). Cela signifie que pour tout z € C tel que
|z| < 1/r(a) la suite de terme général z"¢(a™) = ¢((za)™) est bornée. D’apres le théoréme de Banach-

Steinhauss, cela implique que la suite de terme général (za)™ est bornée dans A. Ainsi, pour tout z # 0
vérifiant |z| < 1/r(a), il existe une constante C(z) > 0 tel que pour tout n > 1 on ait

l2"[la™]] < C(2)

lllanllVm < O
Tmlja”|[/" < ]2~
Hlla”[[/" < #(a)

Par ailleurs, le lemme ci-apres justifie que 'on a r(a) = r(a™)*/™ < ||a”||*™, ce qui permet de conclure
par o
lim|la" ||/ < r(a) < lim(ja"||"/"

Lemme 3.0.2. Soit a un élément d’'une C-algebre normée A, pour tout n € N* on a

sp(a™) = {\", X € sp(a)}
PREUVE. Notons F le second membre. Soient p € sp(a™) et Aq,..., A, ses racines n-iémes de sorte que

n

a" — pe = H(a— Are)

k=1

Il existe k tel que a — A\ie ne soit pas inversible. Donc p appartient a E.

Réciproquement, soit p € E, c’est-a-dire qu'il existe A € C tel que ;. = A" et a — Ae ne soit pas inversible.
Les n éléments a — \e2™*™/me pour k € [0,n — 1] commutent deux & deux et leur produit est a™ — pe. Si
ce dernier était inversible, alors on construirait aisément l'inverse de a — e, ce qui est contradictoire. Donc
w € sp(a™). O
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