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Introduction

Ce manuscrit est issu de mes enseignements a la Faculté des Sciences de Tu-
nis. I1 est destiné aux étudiants de deuxieme année des cycles préparatoires
aux études d’ingénieurs section Biologie Géologie (BG2). Il peut étre utile a
tous ceux qui seraient désireux d’acquérir ou de revoir les notions de bases
des probabilités.
Cet ouvrage comporte des rappels de cours sans démonstration, des exerces
classiques de difficultés progressives, ainsi que des problemes plus complexes,
extraits des anciennes épreuves du concours national. Il est découpé en cha-
pitres mais il comporte fondamentalement trois grandes parties :

— Une premiere partie est dédiée a ’analyse.

— Une deuxieme partie est consacré a l'algébre linéaire.

— Une troisieme partie concerne les probabilités.
Finalement c’est la premiere version de ce ploycopié du cours et j’ai probable-
ment du laisser des erreurs. Toutes les remarques, commentaires et critiques
sont les bienvenus.



Chapitre 1

Les séries numériques

1 Définitions et premieres propriétés :

Définition 1.1 soit (u,)meny une suite de nombre réels ou complexes. On
appelle série de terme général u,, que U'on abrége par Y~ w, telle que :

o0

E Up = U+ UL+ U2+ - -+ Uy + ...

n=0
Remarque : une série est donc une somme infinie de nombres réels ou com-
plexes.

Définition 1.2 (Suite des sommes partielles associée a une série) Soit
> up une série de terme général u,. La suite (Sy)(ven) est dite la suite des
sommes partielles associée a la série > u,.

La série ) u, est dite convergente si et seulement si la suite (Sy)ven) est
convergente et dans ce cas :

00 N
625 un:limg u, = lim Sy
N—o0 N—oo

J est appelée alors la somme de la série convergente > u,,.

La série ) u, est dite divergente si et seulement si la suite (Sy)ven) est
divergente.

Rappel : la nature d’une série est soit convergente, soit divergente.
Remarque : la nature d’une série numérique reste inchangée lorsqu’on mo-
difie ou lorsqu’on supprime un nombre fini de termes de la série.

2



3 2 Séries particulieres

Théoréme 1.1 (Condition nécessaire de convergence :) Sila série ) uy,

est convergente alors lim u, = 0. ( La réciproque n’est pas vraie en général).
n—oo

Démonstration : Y u, est convergente et soit § = > 7 uy,.

Conséquences : si lim wu,, = 0 alors on ne peut rien dire sur la nature de la
n—oo

série > uy,.
Si lim u, # 0 alors la série Y u,, est divergente.
n—oo

2 Séries particulieres

2.1 Séries géométriques

Définition 2.1 La série Y u, dont le terme général u, est défini de la
maniere suivante :

pour toutn € N, wu, =a.q" ou ac€R" etqgeR
Est appelée une série géométrique de raison q et de premier terme a.

Théoréme : La série géométrique » _ u,, de raison ¢ définie par :

pour tout n € N;  u, = a.q"

est :
— Convergente lorsque |¢q| < 1
— Divergente lorsque |g| > 1

2.2 Séries de Riemann

Définition 2.2 La série Y u, dont le terme général u, est défini de la

maniere suivante : .
Up = E

est une série de Riemann.

Théoréme : La série de Riemann ) u,, définie par :

1
pour tout n € N;  w,, = —
nOé

est :
— Convergente lorsque o < 1
— Divergente lorsque a > 1
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2.3 Séries téléscopiques (ou sommes téléscopiques)

Si (ay) est une suite, la série télescopique correspondante est la série de
terme général a,.1 — a,. La convergence de la série télescopique équivaut a
la convergence de la suite (a,,) en effet :
n
E (ak+1 — (lk) = (CLl - CL()) + ((12 — CL1) + -+ (an—i-l - an) = Up+1 — Qg.
k=0
En faisant tendre n vers I'infini on voit que :
n
lim E (ary1 — ar) = lim (a,41 — aop),
n—oo n—oo
k=0
d’otu le résultat.

3 Opérations sur les séries
Opérations linéaires :

(i) Addition :

Si la série ) u,, est convergente et la série ) v, est convergente alors la série

> (un 4 v,) est convergente et > 7 (Up + Vy) =D o g Un + P oo Un.

Si la série > u, est convergente ( resp. divergente ) et la série > v, est di-
s . o0 .

vergente ( resp. convergente) alors la série ) > (u, + v,) est divergente.

Si la série Y u, est divergente et la série ) v, est divergente et si les séries

> up, et Y v, sont de méme signe alors la série Y2 (u,+vy,) est divergente.

(ii) Multiplication par un scalaire :
Si la série ) u, est convergente alors quelque soit o € R, la série > (au,)
est convergente et on a :

o0 o0

Si la série ) u,, est divergente alors quelque soit o € R*, la série Y (au,) est
divergente.

4 Criteres de convergence des séries a termes
positifs

Définition 4.1 (Série a termes positifs) On appelle série a termes posi-
tifs toute série >  u, de terme général u, vérifiant la condition suivante : il



5 6 Regles de convergence

existe ng € N tel que : ¥Yn > ng, on a, u, >0 (c’est a dire u, est positif a
partir d’un certain rang).

Premier critére : (Théoréme de comparaison)
Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs vérifiant la condition sui-
vante : Il existe n; € N tel que Vn > n; on a u,, < wv, alors :

— Si la série ) v, est convergente alors la série ) u,, est convergente .

— Si la série Y u, est divergente alors la série Y v,.
Deuxiéme critéres : (Théoréme de 1’équivalence)
Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs vérifiant la condition sui-
vante :

Up ~  Unp,

alors les séries > u, et > v, sont de méme nature ( c’est a dire les deux
convergentes ou toutes les deux divergentes).

5 Regles de convergence

Regle de d’Alembert
Soit Y u, une série a termes positifs vérifiant la condition :

. Up+1
lim —— = .

n—oo UTL

—~ Si0<1[<1alors la série Y _ u, est convergente.

— Sil > 1 alors la série > u, est divergente.

— Si ] =1 alors on ne peut rien dire sur la nature de la série > u,.
Regle de Cauchy
Soit > u, une série a termes positifs vérifiant la condition :

lim /u, = .
n—oo
- Si0<1[<1 alors la série ) _ u, est convergente.
— Sil > 1 alors la série Y u,, est divergente.
— Sil =1 alors on ne peut rien dire sur la nature de la série ) u,
Regles "n%u,,”
Soit ) u, une série a termes positifs vérifiant la condition suivante : Il existe

a € R telle que lim n%u, =loul >0
n—oo

— Sil=0et a>1 alors la série > u, est convergente.
— Sil#0o0ul=o00eta<1alors lasérie ) u, est divergente.
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6 Convergence absolue

Définition 6.1 La série > u, est dite absolument convergente si el seule-
ment si la série Y |u,| est convergente.

Théoréme : Si la série ) u,, est absolument convergente si et seulement si
la série Y |u,| est convergente.

Théoréme : Si la série Y u,, est absolument convergente alors elle est conver-
gente. La réciproque n’est pas vraie en général.

7 Séries alternées

Définition 7.1 On appelle série alternée toute série »  u, dont le terme
général u, est alternativement positif et négatif. Le terme général u, d’une
telle série s’écrit sous la forme suivante :

u, = (—1)"a, ou u, = (—1)"a,

avec a, une suite a termes positifs.

Théoréme des séries alternées : Si ) u, est une série alternée telle que :
U, = (—1)"a, ou u, = (—1)""a,,

avec a,, une suite a termes positifs. Et vérifiant les deux conditions suivantes :

lim a, =0,
n—oo

{ (ay) décroissante,

alors la série Y u,, est convergente.

Remarque : Lorsque la série alternée est absolument convergente elle est
convergente et il est inutile de lui appliquer le théoreme des séries alternées.
On applique le théoreme des séries alternées que lorsque la série alternées ne
converge pas absolument.

8 Exercices :

Exercice 1 :

n

1\ *
On pose pour n € N* §,, = Z (5) . Etudier la suite (S,,).

k=0



8 Exercices :

Exercice 2 :
1. Trouver a,b € R tel que :
1 a

AL kew

k(k+1) k k+1

n

2. On pose S, = Z

k=1

1
WA Etudier la suite (S,,).

Exercice 3 :

- 1
On pose S, = g In(1+ E) Etudier la suite (5,,).
k=1

Exercice 4 :

Etudier les séries ) u,, de terme géneral u,, suivants :

2n+1
3n+2

2. u, =sinn

1. u, =

Exercice 5 :

Etudier les séries Y u,, dns chacun des cas suivants :
_ 1
Louy = n|sinn|

2. u, = +sin(+)

_ n3+n+2
3. Up = sin(%)
_ 1
4. u, = p—
5. up =+ +In(1—2)

Exercice 6 :

Etudier les séries Y u,, dns chacun des cas suivants :
="

1. un:—1
(n)
2. un:n%
3. u, == —In(1+1)
4. un:%
5. Up =+ +1In(1—12)



8 Exercices :

Exercice 7 :

Etudier les séries Y u,, dns chacun des cas suivants :

n2

1. u, =€~

Inn
Exercice 8 :

On pose u,, = f(nﬂ)ﬂ Si%dx.

nm

L. Montrer que u, = (~1)" [ Z2Ldt.

2. En déduire que ) u,, converge.

Exercice 9 :

Soit (x,) une suite.
1. Montrer que (x,) converge < > (z, — x,_1) converge.

2. On pose &, =1+ 5 + -+ = — Inn. Montrer que (z,) converge.

Exercice 10 :

Soit f : [1,+00[— R* une fonction continue et décroissante.
On pose z, = f(1) + f(2) + -+ f(n) — [ f(t)dt.

1. Montrer que (x,,) est décroissante.

2. En déduire que (x,) converge.

3. Montrer que ) f(n) converge < lir+n [1 f(t)dt existe.
n—-+0oo

4. Montrer que > —— diverge.

nlnn

Exercice 11 :

Soit (x,) la suite définie par 0 < = < 1 et z,11 = z, — 22 Vn.

1. Montrer que la suite (z,,) converge vers zéro.

+o00o

= 2 2

2. Montrer que la série > 2 converge et calculer > 7.
n=0

3. Vérifier que In(1 — z,,) = In(zy41) — In(z,,) Vn.
4. Montrer que la série > In(1 — z,,) diverge.
5. En déduire que ) z,, diverge.



Chapitre 2

Les séries entieres

1 Définitions

Définition 1.1 On appelle série entiere, toute série de fonctions > u,(x),
dont le terme général u,(x) est de la forme suivante :

VneN, wu,(z)=a,z" oua, €R.

Exemple :
n+1
Uy (x) = z" pour tout n € N.
(z) n?+2 P

2 Rayon de convergence & intervalle de conver-
gence :

Soit > u,(z) =Y a, " une série entiere donnée . En appliquant la regle de
d’Alembert ou la regle de Cauchy a la série ) |u,(z)| , on obtient :

n+1 N .
~ @ Jensa2™ ] and |z| — £|z| lorsque n — co ou £ = lim lansr]
[un ()] lan™| |an] n—oo lanl

— Vun(x)|] = Vl|anz™| = /|an||z] — £|x| lorsque n — oo ou £ =
lim %/|ag|-

On a toujours ¢ > 0 et trois cas peuvent avoir lieu :

e Premier cas : si { est non nulle et finie (¢ # 0 et £ # +00)
alors la regle de d’Alembert ou la régle de Cauchy implique que Y u,(x)
converge absolument et donc
— Converge pour les valeurs de x telle que : f|z| < 1 <= —7 <z <
1 11
7 = T G] -7 z[ .
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— Diverge pour les valeurs de z telle que : f|z| > 1 <= z < —7 ou
>3 < z€|—o00,—3[U3,+0o0l.
— On ne peut rien dire pour les valeurs de x telle que l|z| =1 <= x =

—jouz =7
Dans ce cas on pose R = % : R est appelé le rayon de convergence de la série
> un(x) et on a donc : la série > u,(z) converge sur | — R, +R[, diverge sur
| — 00, —R[U] + R, +00[ et pour les valeurs x = —R et © = +R on ne peut
rien dire. On étudie alors les séries numériques » a,(—R)" et > a,(R)" et

on note par /¢ 'intervalle de convergence de la série entiere ) u, ().

e Deuxiéme cas : si £ est nulle (¢ =0)

La regle de d’Alembert ou la regle de Cauchy implique que Y u,(z) converge
absolument et donc converge pour les valeurs de x €] — 0o, +00|. Dans ce cas
on pose R = +00 : R est le rayon de convergence de la série Y u,(x).

Ic =] — 00, +00[ est l'intervalle de convergence de la série entiere Y u,(x).

e Troisieéme cas : si £ est infini (¢ = +00)

alors pour tout x €] — 0o, +o00[ on a £ |z| = 400, la regle de d’Alembert ou
la régle de Cauchy implique que la série entiére > wu,(r) ne converge pour
aucune valeur de z. Dans ce cas on pose R = 0 : R est rayon de convergence
de la série > u,(x).

Ic = 0 est Pintervalle de convergence de la série entiere > u,(z) .

Remarque 2.1 Le rayon de convergence R est toujours positif ou nul.

3 Somme d’une série entiere

Soit > u,(r) = > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R. La
série Y u,(x) converge donc pour tout x €] — R, +R|[ et on pose alors :

pour tout = €] — R, +R[, S(x)= Zun(m) = Z anz".
n=0 n=0

— La fonction S(x) ainsi obtenue est appelée la somme de la série entiere
> a, "

— Y a,x™ est appelé alors le développement en série entiere au voisinage
de zéro que l'on abrege DLSE(0) de la fonction S.

Remarques :

— La fonction S(x) est la somme de fonctions polynéome qui sont de classe
C*> sur | — R, +R].
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— Si ) a, 2" est une série entiere de rayon de convergence R telle que
a, est exprimé en fonction de n, selon la parité de n, alors sa somme
S(z) =307, apx™ peut s'écrire sous la forme suivante :

o0 o0 o
pour tout x €|—R,+R], S(z) = Zan:c" = Zagnm’2”+z Agn 122"t
0 n=0 n=0

Exemple : Pour tout n € N, on pose u,(z) = x™.

1. Rayon de convergence : ITZIZ&)' = |I‘Z:‘1‘ = |z| — |z| lorsque n — oo
donc R = 1.
2. Somme : pour tout z €] — 1,+1[, S(z) = >~ 2" = A}im SN ot =
—00
lim I_I’C_NH = 1% car lim z% = 0 puisque —1 < x < 1. D’olt pour
N—o00 z z N—o00
tout @ €] — 1, +1[, Yoo 2" = .

4 Opérations sur les séries entieres

4.1 Addition

Si Y un(z) = > ay,x™ est une série entiere de rayon de convergence Ry et
Yo up(x) = D bya™ est une série entiere de rayon de convergence Ry alors
la série Y (u, + v,)(x) = > (an + by,)2z" est une série entiere de rayon de
convergence R tel que R = min(Ry, Ry) lorsque Ry # Ry et R > min(Ry, Rs)
lorsque Ry = Ry

on a alors pour tout = €] — R, +R] :

n=0 n=0 — —

Exemple dans le cas Ry = Ry avec R > min(Ry, Ry)

On considére les deux séries entieres : u,(z) = 2" et v,(z) = (5= — 1)a". Les
séries Y un(x) et > v,(z) ont le méme rayon de convergence Ry = Ry = 1,
mais la série entiere u,(z) + v, (z) = (1+ 55 — 1)2™ = 52" a pour rayon de
convergence R = 2.

Remarque : lorsque Ry = Ry = 400 alors R = +o00.

4.2 Produit

Si > un(z) = > a,z™ est une série entiere de rayon de convergence R et
> vn(x) = > bya™ est une série entiere de rayon de convergence Ry alors la
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série produit <Z un(x)> (Z Un, (a:)) est une série entiere de rayon de conver-
gence R tel que R > min(Ry, Ry). On a pour tout = €] — R, +R] :

(i ") (gbnggn) _ i <§akbnk)xn

4.3 Changement de variable

Le changement de variable de la forme t = az® ot k € N* permet de

déterminer le DLSE(0) de plusieurs fonctions.
Exemples : dans le DLSE(0) de &, = >">° t", R = 1 le changement de
variable :

1. t = —z permet d’obtenir de DLSE(0) de 1+_x =y (=", (R=1).
2. t = —x? permet d’obtenir le DLSE(0) de @ => (=1, (R =

1).

3. t = 2? permet d’obtenir le DLSE(0) de = = > 2?*, (R =1).

4.4 Dérivation et intégration
a Dérivation

Soit Y wun(x) = > a,x™ une série enticre de rayon de convergence R et
telle que pour tout = €] — R, +R[, S(z) = > >~ jun(z) = >~ a,a™. Par
dérivation on obtient alors pour tout = €] — R, +R] :

(o9} o0
= E na,z" "t = g (n+ 1a, 12"
n=1 n=0

La dérivée de la somme S(z) est égale a la somme des dérivées des a,.z" et
le rayons de convergence R est conservé par dérivation.

Exemple : on sait que pour tout z €] — 1, +1]

o
g , avec =1,

n=0

S(x)

par dérivation on a pour tout x €] — 1, +1]

)/ TEESE an

et le rayon de convergence R = 1 est conservé.

1
1—=x

§'(z) = (
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b Intégration

Soit > u,(z) = ) a,x™ une série entiere de rayon de convergence R et telle
que : pour tout x €] — R, +R[, S(z) = >~ un(x) = D07, a,z" pour
tout t €] — R, +R[, S(t) =Y . gun(t) =D 77 ant™ et par intégration on
obtient alors pour tout z €] — R, +R| :

T :Jcoonn_oo xn_oo :L,n+1_°° "
/OS(t)dt:/O nzzoatdt_nz:oan/o tdt_nz:oannJrl_Zan_lF'

n=1

L’intégrale de 0 a x de la somme S(t) est égale a la somme des intégrales de
0 & x des a,.t" et le rayon de convergence R est conservé par intégration.
Important : Si on connait l'expression de S’(z) pour tout = €] — R, +R|
alors pour déterminer celle de S(x) on utilise la formule suivante :

pour tout = €] — R,+R[, S(z)= / S'(t)dt + S(0).
0

Exemple : on sait que le DLSE (0) de

1 o0
oz ;(—1)”%‘ avec R=1.

Par intégration on a pour tout = €] — 1, +1]

2 (—=1)tign 2 2 =z
ln(l—i—x)zz%:x— +—=———+4....

n=1

5 Fonction développable en série entiere

Définition 5.1 Une fonction f est dite développable en série entiere en 0 st
et seulement si f est définie sur un intervalle I contenant 0 et il existe une
série entiére Y a,x" de rayon de convergence R # 0 tel que | — R, +R[C [
et

pour tout x €] — R, +R[, f(x)= Z anz".

n=0

Remarque : la somme d’une série entiere de rayon de convergence R est
une fonction de classe C* sur | — R, +R|[ ainsi pour qu’une fonction définie
sur un intervalle I contenant 0 soit développable en série entiere au voisinage
de 0, il faut que la fonction f soit une fonction de classe C* sur | — R, +R].
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Remarque : Soit f est une fonction de classe C'*° sur un intervalle I conte-
nant 0. Si pour tout x € I on a lim (MH f("“)(@x)) = 0 ou 6 €]0,1]
n—oo

(n+1)!
alors la fonction f est développable en série entiere au voisinage de 0 et son
DLSE(0) est donnée par :

pour tout = €] — R, +R|, f(z) = i 1(0) ™

|
—~ nl
ol R est le rayon de convergence de la série entiere > %x” telle que
] - R, +R[C I
Exemples;

e Soit f(z) = €, f est une fonction de classe C* sur R et on a pour tout
n € N et pour tout z € R, f™(z) = e* d’ ot f(™(0) = 1. Donc le DLSE(0)
de f s’ecrit :

) (n) o
pour tout = € R, f(x)zzf (©) x”zzx—.
n=0

n! n!

n=0

e Soit g(x) = cos(z), g une fonction de classe C* sur R et on a pour tout
n € N et pour tout = € R, g@V(0) = (=1)" et ¢g®*Y(0) = 0. Donc le
DLSE(0) de g s’ecrit :

n

> g™ = (~1
pour tout » € R, cos(z) = Z : 1(0) = Z (<2 il
nl n)!

n=0 n=0

.

e Soit h(x) = sin(z), h une fonction de classe C* sur R et on a : pour tout
n € N et pour tout # € R, h®9(0) = 0 et h®*V(0) = (—1)". Donc le
DLSE(0) de h s’ecrit :

A (())
|

n.

00
n __ (_1)71 2n+1
o3 EU

pour tout z € R, sin(z) =
nZ:; (2n+1)

n=0

6 Meéthodes pratiques pour le calcul de la
somme de certaines séries entiers

Pour déterminer la somme S(z) = Y °  a,z" sur Uintervalle | — R, +R]
d’une série entiere ) a,z" de rayon de convergence R, on utilise les procédés
suivants pour se ramener aux développements en séries entieres au voisinage
de 0 (DLSE (0)) des fonctions usuelles.

— Multiplication ou division par : x, 22, 23, ...
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Dérivation ou intégration.
Changement de variable.
Décalage d’indices.
Décomposition en éléments simples de a,,, lorsque a,, est rationnelle en
n.
— On montre que S(z) est la solution d'une certaine équation différentielle
que 'on résoudra.
— Ajouter des termes qui manquent ou retrancher des termes qui sont de
trop. Etc. ..
Exemple : on montre que le rayon de convergence R = +oo de la série
entiere Lo et que

n!

oo
I2n+1 2

=Xxe

pour tout x €] — 0o, +00],

n!
n=0

7 Utilisation de séries entieres pour le calcul
de certaines séries

La théorie des séries permet de calculer la somme de certaines séries numériques.
En effet, si pour tout = €] — R, +R|[, S(z) = >~ ,a,2™ est la somme de la
série entiere Y a,z" de rayon de convergence R, alors pour toute valeur
A €] — R, +R] fixée, la série numérique ) a,\" de terme général a,\" est
convergente et sa somme S est donnée par :

S = ian)\" = S(A).
n=0

Exemple : On a déja vu que la série numérique de terme général % est

convergente (Régle de d’Alembert). Sa somme S est donnée par le DLSE (0)
de la fonction exponentielle en prenant x =1 :

0 "
S:ezelzz—‘.
nzon.

7.1 Applications, sur des exemples, des séries entieres
pour la résolution de certaines équations différentielles
Exemple 1 : on considere 'équation différentielle du premier ordre (E) ,

suivante :
(E) : 20(1 — )y (z) + (1 — 2z)y(z) = 1
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On suppose que y(z) = >~ a,z" est une série entiere, de rayon de conver-
gence R, solution de I’équation différentielle (E).
1. Monter que (a,) vérifie la relation de récurrence suivante :

2n
2n+1

a=1 etVneN, a,=

ap—1
et en déduire le rayon de convergence R.
2. Exprimer, pour tout n € N, a,, en fonction de n.
8 Exercices

Exercice 1 :

Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

1, ..n
1. §:§;$
2. anQn-‘rl
S
4. > In(1+ \/%;)x"
3" —2" _2n
5. Y sttt

Exercice 2 :

Etudier les séries entieéres :
1. > (sinn)x™
2. > (cosn)z™

Exercice 3 :

Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :
-

§: n+2

: Zsm(\/iﬁ)x”

x?nfl

U
. > a,x" avec a, = [, t"e'dt

N N

Exercice 4 :

+o00
On pose f(x) = Zn%”. Montrer que f est C* sur | — 1,1][.

n=0
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Exercice 5 :

Calculer pour z €] — 1,1]
400
1. Zx"
n=0
+o00
2. an”_l
n=1

+oo

3. Z n(n — 1)z" 2

n=0

Exercice 7 :

oul 400 n +oon(n_1)
Caleuler } = et 3 =5~

n=1 n=1

Exercice 8 :

Déterminer le développement en série entiere au voisinage de zéro de la
fonction f.

L f(z) =175

2. f(@) =55

3. f(z)=In(3+x)
4. f(z) = x2+1:l:+2

Exercice 9 :

1. Trouver a, b, c tel que n? +2n+3 =a+bn+cn(n—1).

2. Déterminer le rayon et la somme de >~ (n? + 2n + 3)a™.

Exercice 10 :

400 n

On pose f(z) = Z ’
0
1. Déterminer Dy.

n+1

2. Montrer que f est dérivable sur | — 1, 1].
3. Calculer zf(x).

4. En déduire une expression simple de f(x) pour x €] — 1, 1].
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Exercice 11 :
—+o0

Calculer Z M

5n
n=2

Exercice 12 :

Donner le développement en série entiere de f(x) = arctan(z).

9 Exercices Concours

Exercice 1 : (Concours 2004)

n+1
1. Soit la série entiere Z ﬁ de la variable réelle x.
n(n

Montrer que son rayon de convergence vaut 1.
+oo n+1

On pose S(x) = Z ’

— n(n+1)

2. a) Calculer S”(z), pour |z| < 1.
b) En déduire I'expression de S’(x) puis celle de S(z) pour |z| < 1.

, pour x €] — 1, 1].

3. Donner les valeurs des sommes suivantes :

+00 1 ' +00 ( 1)n+1 oo1 n
Zm’ 2 sy 25(-)

4. La série Z converge—t—elle pour |z| =17

n>1

+oo
1
5. Calculer Z _—
— n(n+1)

Exercice 2 : (Concours 2004)

On cherche une fonction y(z) développable en série entiere sur un inter-
valle | — p, p[ avec p > 0, qui soit solution de I’équation différentielle

vy’ (z) +y'(x) +zy(z) = 0
<*){ y?(JO) ' o
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1. Montrer que si y(z) = Z a,x" vérifie (%) sur | — p, p[, alors on a :
n>0

Ap—1

ag — 1,&1 =0et Apt1 = —m,

pour n > 2.

2. Déterminer alors I'expression de y(z) et donner son rayon de conver-
gence.

Exercice 3 : (Concours 2005)
+oo (_1)n—1

1. Montrer que In(1 + z) = Z A
n

n=1

z", pour x €] — 1, 1].

(_1)n71xn+2

nn+1)(n+2)

2. On considere la série entiere Z
n>1
a) Montrer que son rayon de convergence vaut 1.
b) Est-elle convergente pour |z| =17
(_1)n71xn+2

(n+1)(n+2)

3. On pose pour z €] — 1, 1], S(x) = Z -

n>1
1 1 1 1
Vérif _ ,
a) Véri erquen(n+1>(n+2) on n+1+2(n+2)
1)2 322
b) En déduire que pour z €]—1,1[, S(z) = %ln(z +1)— g - %

4. Donner les valeurs des sommes suivantes :

) K (=" 1
Z n(n+1)(n+2)2" "’ Z n(n+1)2" et Z n(n+1)(n+2)

n>1 n>1 n>1



Chapitre 3

Intégarles généralisées.

1 Introduction

On a défini fab f(t)dt pour une fonction f continue sur [a, b].

On voudrait étendre la notion pour intégrer des fonctions continues définies
sur I, ou I est un intervalle quelconque. (par exemple I = [a,+oo[ ou I =
la,b], I =]a,b[...)

2 Définitions et propriétés

Définition 2.1 Soit f : I — R continue sur I avec I = [a,b] et b € RU
{fo0}. Ainsi, F(x) = [T f(t)dt est définie pour tout x € I.
On dit que fab f(t)dt est convergente si et seulement si F'(x) admet une limite

finie en b.
Dans ce cas, on note fabf(t)dt = lin}7 [Z f(t)dt. Dans le cas contraire, on dit
z—

que f; f(t)dt est divergente.

Intégrale de Riemann

oo dt
Reimann en 400 : / 7 converge, si et seulement si, a > 1.
1

1
. dt . .
Reimann en 0 : / o converge, si et seulement si, a < 1.
0

converge, si et seulement si, a < 1.

1
t
Reimannen b € R : /
p (t—0)°
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3 Théoreme de majoration

Proposition 3.1 Soit f : [a,b]— R une fonction continue et positive sur
la,b] (avec a < b). On note

F: Ja,bl— R
z— [T f(t)dt

St F' est majorée alors l'intégrale f:f(t)dt est convergente.

Sinon hné [7 f(t)dt = +o0.
T—

4 Théoreme de comparaison

Proposition 3.2 Soient f,g : [a,b[— R deux fonctions continues et posi-
tives. On suppose :

il existe ¢ € [a,b],  pour tout x > ¢, f(x) < g(x).

b
Si / g(t)dt est convergente alors / f(t)dt est convergente.

b
Sz/ f(t)dt est divergente alors/ g(t)dt est divergente.

+00 1+cos(t)
2t2

Exemple : lintégrale [ dt est convergente. En effet :

1 + cos(t)
212

1

0< <,

<~

+00 1+cos(t)
oz dt

comime f;roo =dt converge (Reimann en 0 avec aw = 2 > 1). Donc f
converge.

5 Théoreme d’équivalence

Proposition 3.3 Soient f,g : [a,b[— R deux fonctions continues et posi-
tives. On suppose : f(x) ~, g(x) et g garde un signe constant sur |a,b|.
z—

b b
Alors, / f(t)dt et/ g(t)dt sont de méme nature.
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6 Absolue convergence

Définition 6.1 Soit f : [a,b|— R une fonction continue sur [a,b]. On dit que
[intégrale f;f(t)dt est absolument convergente si et seulement si l'intégrale

fab |f(t)|dt est convergente.

Proposition 3.4 Soit f : [a,b]— R wune fonction continue sur [a,b[. S

["intégrale f; f(t)dt est absolument convergente alors l'intégrale f f(t)dt est
convergente.

7 Regle de t“f(t)

1. On supose que th+m t*f(t) = 0 et @ > 1 alors 'intégrale f;roo f(t)dt
— 100

est convergente.
2. On supose que 1irr(1) tf(t) = 0 et @« < 1 alors l'intégrale fo t)dt est
H

convergente.

8 Exercices

Exercice 1 :

Determiner si les integrales generalisees sont convergentes et calculer leur
valeur (si possible) :

+ool +oo t
1. —dt 2. ——dt
L : [ wor

“+o00

1dt 4. [T tetdt

o0 20+ 3 R
6. — dz
5x3+3x2+7 o r2+4r+4

“+oo 1 x
x—|—2—\/x2+4x+1)d 8./ (e—(1+—)) dz
1 x

+oo
9./ In(z) dz
0 T+ €er
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Exercice 2 :

Determiner si les integrales generalisees sont convergentes :
1 1 1
1 1 1
1. dt 2. ——dt 3. / —dt
/1(1—{—752)\/1—252 o 1—1 0o VB 321t
1 / 1 5 / L 6 / oLy
L 22—t 0 Va?— a3 o In(z)

0 ) “+o00 )
7./ ze ¥ dx 8./ e *dx

Exercice 3 :

Discuter suivant les valeurs de a € IR et de b € IR, la convergence des
integrales suivantes :

+o00 1 oo ,—ax __ ,—bx
| wiewte [ S w
o (14 ab) 0 x

+oo w/2
/ ST 4w / (tan(z))*dz
0 0

xa

Exercice 4 :

61/90
On note f la fonction definie pour tout reel x > 0 par f(z) = —. On
x
pose pour tout n > 1,
+o0o
I, = f(z)dx.

n
1. Montrer que l'integrale I,, est convergente et exprimer [, en fonction
de n.

1
2. Montrer que I,, ~ —.
n

3. Montrer que la serie Y f(n) est convergente.

Exercice 5 :
+o0 =

dt.

Soit f la fonction definie par f(x) = /
A

1. Déterminer le domaine de definition de f.

2. Quel est le sens de variation de f?

3. On admet que f est continue sur son domaine de definition :
(a) Determiner f(z)+ f(x + 1) pour = > 0.
(b) En déduire la limite de f en 0.
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Exercice 6 :

1. Justifier 'existence de

+0o0
[(x) = / e " t*71dt pour z € R
0

2. Montrer que I'(z) > 0. Que vaut I'(1) ?
3. Etablir la relation : pour tous x € RY, I'(z + 1) = 2 I'(x).
4. Que vaut I'(n + 1), pour n € N.

Exercice 7 :

On pose pour p,q € R

B(p,q) = /0 tP(1 — t)?dt.

1. Etudier la convergence de B(p, q).

2. Montrer que B(p,q) = B(q,p).

q
3. Montrer que B(p,q) = ——B(p+ 1,9 —1).
que B(p, q) . (p+1,q-1)

4. En déduire B(p,q).

Exercice 8 :

Etudier la convegence de intégrales suivantes :

oo q 1
1, / Lsin(Lyat
Loy

|
+o0o 5
3. / t2e VAt
0
—+o00
1 / Cos(t)dt
1 t2



Chapitre 4

Réduction des endomorphismes

1 Rappel sur les déterminants

Soit A une matrice d’ordre 2 a coefficients réels ou complexes définie par

aiyx Q12
N e
Q21 A22

. . . . ai1 0a12 .
Le déterminant de la matrice A, noté det(A) ou encore W est donné
2,1 (272
par :
aix Q12
det(A) = = 1,1G022 — A1202 1.
G271 A22

Soit A = (aij)1<i j<n une matrice d’ordre n a coefficients réels ou complexes,

avec n > 3. Le déterminant de la matrice A, noté det(A) , est le nombre réel

ou complexe défini par le développement suivant les lignes ou les colonnes :
n

e suivant la seme ligne avec i = 1,2,...,n; det(A) = > (=1)"a; ; M, ;.
j=1
n
e suivant la jéme colonne avec j =1,2,...,n; det(A) = > (—1)"a,; ; M, ;,
i=1
avec M; ; est la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue a partir de la matrice
A en supprimant de A la ligne 7 et la colonne j.

Les matrices M, ; ainsi définies sont appelées les mineures.

2 Propriétés relative aux déterminant

1. Si A est une matrice carrée d’ordre n alors :

det(A) = det(*A),
25



2 Propriétés relative aux déterminant 26

ol ‘A est la matrice transposée de la matrice A.

2. Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n alors :
det(AB) = det(A) det(B).

3. Attention en général : det(A + B) # det(A) + det(B).

4. On note par I, la matrice idéntité d’ordre n,

10 ...0
01 0
‘[TL = . )
00 1
on a det([,) = 1.
5. Si
Q1,1 0 0
MR
0 0 ... anpn

est une matrice diagonale alors le déterminant de A est donné par :

det(A) = 01,1022 .. .0np-

6. Si
11 (ILQ <. A1gp
0 Q29 ... Q2n
A= S :
0 0 ... anp

est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure alors le déterminant
de A est donné par :
det(A) = 01,1022 ...0nn-

7. Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est inversible ou réguliere, si et
seulement si,

det(A) #0
et dans ce cas : 1

det(A™") = det(A)’
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8. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour tout « € R on a :
det(aA) = a" det(A).

Remarques

1. Un déterminant qui possede une ligne nulle ou une colonne nulle est
nul.

2. Un déterminant qui possede deux lignes ou deux colonnes identiques
est nul.

3. Lorsqu’on permute deux lignes ot deux colonnes dans un déterminant,
le déterminant est multiplié par (-1) .

4. La valeur d’'un déterminant reste inchangée lorsqu’on ajoute a une ligne
une combinaison linéaire des autres lignes.

5. La valeur d'un déterminant reste inchangée lorsqu’on ajoute a une co-
lonne une combinaison linéaire des autres colonnes.

6. Lorsqu’on multiplie un déterminant par un scalaire « on choisit une
seule ligne ou bien une seule colonne et on la multiplie par ce a.

3 Matrice des cofacteurs

1 = (a; i)1<; i<n UNe matri rré rdre n 3 ients ré u com-
Soit A j)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels ou co
plexes. La matrice des cofacteurs de A ou la comatrice de A notée, com(A),
est définie de la maniere suivante :

com(A) = (¢i)1<ij<n
avec pour tout 1 =1,2,... ., net j=1,2,...,non a:
cij = (=1)"" det(My),

ou M;; est la matrice carrée d’ordre (n — 1) obtenue a partir de A en y
supprimant la zeme ligne et la jéme colonne.

3.1 Calcul de l’inverse par la matrice des cofacteurs

Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que det(A) # 0, A est inversible et
A1 est donnée par :
1

AT =
det(A)

fcom(A).
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4 Valeurs propres, vecteurs propres et diago-
nalisation des matrices

Dans tout ce chapitre on désigne par : E l'espace vectoriel R (resp. C™)
(n =2,3,4) sur le corps K =R (resp. C). Soit B = (ey, ea,...,€,) une base
donnée de F.

Base canonique : on note B, la base canonique de FE.

Sin =2 alors B, = (e, ey) avec e; = (1,0) et e5 = (0, 1).

Sin = 3alors B. = (e, e9,e3) avec e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1)
Sin = 4 alors B. = (e1,e9,e3,¢e4) avec e; = (1,0,0,0), e = (0,1,0,0),
es = (0,0,0,1)

Définition 4.1 On dit que l'application f est un endomorphisme de E, si f
est une application linéaire de E dans E.

Matrice identité d’ordre n : On note par I, ( n = 2,3,4) la matrice identité
d’ordre n. Exemples :

Rappels :
e Composantes d'un vecteur dans une base donnée :
Pour tout X € F | ils existent xq, 2o, ..., 2, € K uniques tel que :

X =x1e1 + 1060 + - - - + XTpey,

x1, %, ..., T, sont appelées les composantes ou encore les coordonnées de X
dans la base B. On pose alors : V = (z1,29,...,2,) € E, V est appelé la
matrice colonne de X dans la base B.

e Si B = B¢ alors V = X.

e Matrice d'un endomorphisme dans une base donnée B = {ey,es,...,¢€,} :
f(e1) € E, alors ils existent a1 1,as1,...,a,1 € K tels que f(e1) = ar1€1 +
a21€2 + e+ Ap, 16n.

f(e2) € Elalors ils existent ai2,ags,...,an2 € K tels que f(ea) = aje; +
Q292€s + + 4 Ay 2€n.
f(en) € E, alors ils existent ay ,,, a2, .., a,, € K tels que f(e,) = ayne1 +

A n€2 + -+ + appen.. La matrice carrée d’ordre n obtenue de la maniere
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suivante :
11 Q12 ... Qin
2,1 dA22 ... Q2p
A= ,
ap1 Qp2 ... Gpp

est appelée la matrice de '’endomorphisme f dans la base B et on écrit
A= MatB(f)
Remarques :

1. Pour obtenir la matrice d'un endomorphisme f par rapport a une base
B notée A = Matg(f), il suffit de déterminer les images par f des
éléments de la base B. Les colonnes de la matrice sont constituées des
coordonnées de ces images dans la base B.

2. Pour obtenir la matrice d’une application linéaire f par rapport a une
base B (base de 'espace de départ) et & une base B’ (base de 'espace
d’arriver), il suffit de déterminer les images par f des éléments de la
base B. Les colonnes de la matrice sont constituées des coordonnées de
ces images dans la base B’.

3. Un endomorphisme peut étre défini par sa matrice relativement a une
base donnée.

e Image d’un vecteur par un endomorphisme défini par matrice :

Soit f un endomorphisme de E défini par sa matrice dans la base B tel que
A = Matg(f). On alors X’ = f(X), si et seulement si, V' = A.V ou V et V'
sont resp. les matrices colonnes de X et X’ dans la base B. En particulier
B = B, alors X’ = f(X), si et seulement si X' = A.X.

4.1 Matrice inverse

Soit A une matrice carrée d’ordre n donnée. S’il existe une matrice carrée
B d’ordre n vérifiant la condition suivante :

AB=BA=1I,

alors la matrice A est inversible et B est la matrice inverse de A que 1'on
note par : B = A%

4.2 Matrice de passage

Soit B = (ey,es,...,e,) une base de E. Soit B' = (e],é),...,¢e!) une
autre base de . On a :
el € E, alors ils existent ajq, as1, ..., a,1 € K tels que €] = aj1e1 + az1e2 +
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R an,len‘
ey € E, alors ils existent ajg, ag,. .., a,2 € K tels que €, = a1 2e1 + az2e2 +
-t an,Qen-
e, € E, alors ils existent ay,, as,, ..., an, € K tels que €], = a1 ,e1 + agpea +
R an,nen'

La matrice carrée d’ordre n inversible :

11 Qir2 ... QA1n
Q21 Q22 ... Q2p

P = . R . ;
an71 an72 N an,n

est appelée la matrice de passage de la base B a la base B'.

Remarques :
— Pour obtenir la matrice de la base B a la base B’ il suffit d’écrire en
colonne le coordonnées des vecteurs de la base B’ par rapport a la base
B.
— La matrice inverse de P notée P~! est la matrice de passage de la base
B’ a la base B.
e Effet d'un changement de base sur la matrice d’'un endomorphisme :
Soient B et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de B a B’. Si
A= Matg(f) et A = Matg(f) alors on a :

A =P 1AP.

5 Valeurs propres & Vecteurs propres

Définition 5.1 (Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme)
A € K est dite une valeur propre de f, si et seulement si, il existe au moins

un vecteur X € FE avec X # 0 tel que f(X) = AX. Le vecteur non nul X est

appelé alors un vecteur propre associé a la valeur propre \.

Remarque : Le vecteur nul ne peut pas étre un vecteur propre.

Définition 5.2 (Sous espace propre associé a une valeur propre) Soient
f un endomorphisme de E et A\ une valeur propre de f. On pose :

E\(f) ={X € E=R" tel que f(X) =X},

E\(f) est donc l’ensemble de tous les vecteurs propres de f associés a A
auquel on ajoute le vecteur nul Og.
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Proposition 4.1 E\(f) est un sous espace vectoriel de E appelé le sous
espace propre de f associé a la valeur propre \.

Notation : Lorsque aucune confusion n’est a craindre et pour alléger les
écritures on note E) au lieu de E\(f).

Remarque : Le sous espace F/, contient au moins un vecteur non nul donc
Théoréme : Si deux endomorphismes f et g de E permutent (c’est-a-dire
go f = fog)alors E\(f) est stable par g ( c’est & g(E\(f)) C Ex(f)).

Remarque : Autre forme de FE) :
Ey={X € E=R" tel que (f — Nidg)(X) =0} = ker(f — Nidg).
f—A.idg est un endomorphisme de E (combinaison linéaire d’endomorphisme

de E).

6 Valeurs propres et vecteurs propres d’une
matrice :

Soit. A une matrice carrée d’ordre n donnée. On peut toujours supposer que
A est la matrice d’'un endomorphisme f quelconque de E relativement a la
base canonique B.,.

Définition 6.1 )\ € K est une valeur propre de A si et seulement si, il existe
X € E, X non nul tel que AX = \X.

On a X € K est dite une valeur propre de A si et seulement si A € K est une
valeur propre de f. c’est a dire il existe X € E, X non nul tel que f(X) = AX
c’est a dire il existe X € £, X non nul tel que AX = \.X.

Polynome caractéristique :
A € K est dite une valeur propre de f ou de A, si et seulement si, il existe
au moins un vecteur X € E avec X # 0 tel que AX = X, si et seulement
si, il existe au moins un vecteur X € E(X # 0) tel que (A — AI,)X =0. On
pose alors

Ps(A) =det(A — \1,),

P, est un polynome de degré n, appelé le polynéme caractéristique de A.
Théoreme :
A € K est une valeur propre de A ou de f, si et seulement si, P4(\) = 0
(c’est a dire A est une racine du polynome caractéristique de A).

Ordre de multiplicité d’une valeur propre :
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— Si A est une racine simple ou d’ordre 1 de P4(\) on dit alors que \ est
une valeur propre simple ou d’ordre 1.
— Si A est une racine double ou d’ordre 2 de P4(A) on dit alors que A est
une valeur propre double ou d’ordre 2.
— Si A est une racine d’ordre k de P4(\) on dit alors que A est une valeur
propre d’ordre k.
Remarque : L’ordre de multiplicité d’une valeur propre est tres important.
On va voir qu’il est directement lié a la dimension du sous espace propre E).

Définition 6.2 (Spectre) L’ensemble des valeurs propres d’un endomor-
phisme [ ou de la matrice A est appelé le spectre de f ou de A et est noté

Sp(f) ou Sp(A).

Calcul de la dimension E)
Théoreme
Si A est une valeur propre d’ordre k alors on a :

1 <dimEy, < k.

En particulier : si A est une valeur propre simple ou d’ordre 1 alors : dimFE) =
1.

Théoreme

Si A1 et Ay sont deux valeurs propres distinctes de A ou de f alors tout vecteur
propre X; associé a A\; et vecteur propre X, associé a Ay sont linéairement
indépendants ( c’est-a-dire la famille { X1, X2} est une famille libre).

7 Diagonalisation des matrices

7.1 DMatrices semblables

Définition 7.1 Deux matrices carrées A et B, d’ordre n, sont dites sem-
blables, si et seulement si, il existe une matrice carrée P, d’ordre n, inversible
tel que :

B=P1'AP

7.2 Matrice diagonalisable

Définition 7.2 Une matrice carrée A d’ordre n est dite diagonalisable, si
et seulement si, elle est semblable a une matrice diagonale d’ordre n. C’est-
a-dire ils existent une matrice D diagonale d’ordre n, et une matrice carrée
d’ordre n, P, inversible tel que :

D =P 'AP.
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Théoréme

Une matrice A est diagonalisable, si et seulement si, il exsiste une base de F
formée par les vecteurs propres de A.

Théoreme

Toute matrice symétrique A (c’est a dire ‘A = A) est diagonalisable.

Remarque Si f est un endomorphisme de E, B une base de F et A la
matrice de f dans la base B alors : La matrice A est diagonalisable, si et
seulement si, I’endomorphisme f est diagonalisable.

Théoreme

Si A est une matrice carrée d’ordre n, diagonalisable de valeurs propres dis-
tinctes A, Ao, ..., A\, alors on a :

Tr(A) = A + Ay + -+ + A, (somme de toutes les valeurs propres de A )
det(A) = A Ag ... Ay ( produit de toutes les valeurs propres de A).

Démonstration : Si A est diagonalisable et admet n valeurs propres Aq, Ao, ..., A\,
distinctes de R ou C et ils existent une matrice diagonale D d’ordre n et
une matrice P d’ordre n, inversible, tel que : A = P.D.P~!. Or det(A) =
det(P.D.P~') = det(P) det(D) det(P~!) = det(P) det(D) = det(D) =
A2 A

_1
det(P)

8 Différentes étapes pour étudier la diagona-
lisation d’une matrice

Soit. A une matrice carrée d’ordre n donnée. On peut toujours supposer que
A est la matrice d'un endomorphisme f dans la base canonique Bg.

1. On calcule le polynome caractéristique P4(A) et on résolve I'équation
Pa(A\) = 0. On détermine alors n valeurs propres Aj, Ag, ..., \, dis-
tinctes ou confondues de A. ( on peut classer les valeurs propres par
ordre croissant , décroissant ou autre)

2. Pour chaque valeur propre \; (1 <i <n) de A on détermine une base
du sous-espace propre L), associé. Puis on regroupe toutes les bases
de sous espaces propres associés dans une famille que I'on note B, en
respectant ’ordre choisi. La famille B, ainsi obtenue est nécessairement
libre d’apres le théoreme précédent.

On a alors deux possibilités :

i Premieére possibilité : si Card(B,) = n alors B, est une base de FE,
appelée base propre, car B, contient n vecteurs libres de F. La ma-
trice A est donc diagonalisable car on a une base de vecteurs propores.
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Donc B, est nécessairement de la forme B, = (€}, €, ..., €l) ou € est

’n
un vecteur propres associé a \; pour i = 1,2...n.
Dans ce cas on pose : P la matrice de passage de la base canonique
B, ala base de vecteurs propres B,. Pour obtenir la matrice P il suffit
d’ecrire en colonne les coordonnées des vecteurs de la base B,. La ma-
trice D est une matrice diagonale telle que sur la diagonale principale
on a les valeurs propres de A pris dans 'ordre indiqué.

ii Deuxiéme possibilité : si Card(B,) < n alors B, n’est pas une base
de E et dans ce cas on dit que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Conclusion :

Pour qu’une matrice carrée A d’ordre n soit diagonalisable il faut et il suffit
que la somme des dimensions des sous-espaces propres de A soit égale a n.
C’est a dire I'un des deux cas suivants :

e Si A admet n valeurs propres distinctes alors la matrice A est diagonali-
sable.

e Si la dimension de chaque sous-espace propre de A est égale a 'ordre de
multiplicité de la valeur propre associée alors la matrice A est diagonalisable.

9 Application de la diagonalisation

Calcul de la puissance d’une matrice carrée : Soit A une matrice
carrée d’ordre n. Si A est diagonalisable alors A admet n valeurs propres
A1, Ag, ..., Ay, distinctes ou confondues de R ou C et ils existent une matrice
diagonale D d’ordre n et une matrice carrée P d’ordre n, inversible , tel que :

A=PDP"
On montre alors par récurrence que pour tout £ € N on a :
A¥ = PD*P.

Or, puisque D est une matrice diagonale on a :

O)F 0 .0
D 0 (M)* ... 0
00 . ()

et P7! est la matrice inverse de P que 'on peut déterminer de plusieurs
maniéres et on obtient alors A* pour tout k € N.
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10 Exercices

Exercice 1

Calculer les déterminants des matrices suivants.

1 3 2 111 5 =3 13
Mi=|13 3 |, My=1|33 2 |,Ms=1[0 —1 —16
1 21 2 31 0 0 2
1 0 0
w0 % -
1 V3
0 3 %
Exercice 2
Résoudre les systemes suivants
% +3y =0 d3r. —y +2z =0 r 4y 42z = 5
o 4dy —1 —r 42y -3z = 1 x -y —z =1
v = r +2y +z = 2 T + 2z =3

en utilisant la méthode de Cramer.

Exercice 3

1/ La famille (2,1,0), (1,3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?
2/ Soient dans IR? la familles de vecteurs e; = (1,1,t), ea = (1,t,1) et
es = (t,1,1), t € IR. Discuter suivant la valeur de ¢ quand est-ce que la
famille (eq, eq, €3) est libre.

Exercice 4

Déterminer le noyau de I'application linéaire f, ou f est donnée par :

fler) = ey + 2e3, f(ea) = —e1 + €3+ 3es, et f(es) = ey + ey + Tes.

Exercice 5

Soit A € IR. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1—X 0 2 1—-X 2 ) 1-X 0 0
3 4—X 5 3 2—-X 1 |2 3—X b
5 6 7T—A 4 6 3—A 4 1 3—A
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Exercice 6 :

Soient A une matrice de M3(R) et b un vecteur de R* données par

2 -1 0 0
A= -1 2 o, b=1]0
0 0 1 1

Soit f € L(R?) tel que la matrice de f dans la base canonique de R? est égale
a A.

1. Pour quelles valeurs de A la matrice A — A1d, n’est pas inversible.
2. Déterminer ker(f — Id) et ker(f — 31d).

3. En déduire une base B’ = (¢}, €, €4) pour laquelle la matrice D représentant

I’endomorphisme f soit diagonale.

4. Déterminer une matrice P telle que A = P D P~! et montrer que pour
tout n € Non a A" = PD"P~1.

5. Montrer que la matrice A est inversible et déterminer A~!.

x
6. En déduire que la systeme AX = b, ou X = y |, admet une
z
solution unique noté X* et la calculer.

Exercice 7 :

3 1 =2
Soit A la matrice -1 1 2 et B= A —2Id.
-2 -2 2

1. Calculer B? et B3. En déduire I'expression de B* en fonction de k.

2. En remarquant que A = B + 2Id, calculer A™.

Exercice 8 :

Soient a,b et ¢ trois réels, deux a deux distincts. Soit 'application ®
définie sur R3[X] & valeur dans R3 et qui & tout polynomes P de R3[X]
associe le triplet (P(a), P(b), P(c)), c’est a dire :

D . RQ[X] —
P — (P(a), P(b), P(c)).

1. Montrer que ® est linéaire.
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2. Donner la matrcie associée a ® relative aux bases canoniques de R3[X]
3
et R°.

3. On définie I’application

vV:R — R,
1 a a?
r +— |1 b b
1 x 22

a) Montrer que ¥ est un polynome de degré inférieur ou égal a deux.
b) Que vaut ¥(a) et U(b)?

1 a a?
c¢) En déduire que : | 1 b V* | = (b—a)(z —a)(x — ).
1 z 2?

4. L’application ® est-elle bijective 7 Justifier.

Exercice 9 :

Soit B = (eq, €9, €3) la base canonique de R? (c’est a dire e; = (1,0,0); e5 =
(0,1,0);e3 = (0,0,1).) Soit f Papplication de R3 & valeur dans R? définie par

fl,y,2) = (x —y+ 2,22 +y+ 22, 22—y +42).

1. Montrer que f est linéaire.

2. En déduire la représentation matricielle de f dans la base B.
On notera A la matrice de f. (c’est a dire A = Mat(f, B).)

3. Pour quelles valeurs de A la matrice A — \1d, n’est pas inversible.
4. Déterminer ker(f — Id), ker(f — 2Id) et ker(f — 3Id).

5. En déduire une base B’ = (¢}, €}, €4) pour laquelle la matrice D représentant
I’endomorphisme f soit diagonale.

6. Déterminer une matrice P telle que A = P D P~! et montrer que pour
tout n € Non a A" = PD"P~1.

7. Soient (n,Yn,2,) trois suites réeles définies par leur premier terme
X0, Yo, 20 €t les relations de récurrence : pour tout n € N,

Tpt+1 = Tn — Yn + Zn,
Yn+1 = _an + Yn + 22717
Znt1 = —2Xp —Yn +42,.

Calculer z,,y,et z, en fonction de g, yo, 2o €t n.
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Exercice 10 :

Soit IR?* muni de sa base canonique B = (e1, e, €3), on considere I'appli-
cation f,, oum € IR

fm: IR3 — IR3
(x,y,2) — (v —2y—2z,—y,—2x+ 2y + mz)

Pour quelles valeurs de m, f,, est-elle bijective ?

Calculer f,,(e1), fm(e2), fm(es).

Déduire la matrice A,, associée a f,, dans la base B.

- W=

On prend m = 1. Soient les vecteurs u; = (1,1,0), uy = (1,0,1),
uz = (1,0, —1), on note par By = {u € R3/fi(u) = —u}, By = {u €
IR?/ f1(u) = 3u} deux s.e.v de IR3.

5. Montrer que E est engendré par (uj,us) et que Eo engendré par ug.
6. Montrer que B’ = (uy, us, u3) est une base de IR>.

7. Calculer fi(u1), fi(u2) et fi(us) et déduire la nature D la matrice de
f1 dans la base B’ = (uy, ug, us).

Exercice 11 :

Soit f € L%(R) tel que matp, (f ?

DO

)

Trouver une base B de R? tel que matp(f) = D diagonale.

Exercice 12 :

2 1
Soit f € L3(R) tel que matp,(f) = 0 3
0 0

B — O

Trouver une base B de R? tel que matg(f) = D diagonale.

Exercice 13 :

Soit f € L3(R) tel que matp, (f) = 1 -1 1

1. Déterminer le polynome caractéristique.
2. Déterminer les valeurs propres de A
3. Déterminer les sous espaces propes.

4. Monter que f est diagonalisable.
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5. Trouver P inversible, D diagonale tel que :
A=PDP.

6. En déduire A™.

7. Soient (ay), (b,) et (c,) trois suites définies par ag = by = ¢ = 1 et

Gpt1 = Qp+ bn + cn
Vn € N bpi1 = ap—byp+cy
Cp41 = Qp+ bn —Cp

Caculer a,, b, et ¢, en fonction de n.

Exercice 14 :

Soit f € L(R?) tel que A = matpg,(f) = ( le _21 )

1. A est-elle diagonalisable ?

2. Trouver une base B = (ey, 62) de R? tel que T = matB(f) = ( 3 é ) :
3. Calculer T™.

4. En déduire A".

Exercice 15 :
Soit [ Ro[X] — Ry[X]
P(X) = f(P()) = [ P(t)dt
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer A = matp,(f).
3. f est-elle diagonalisable ?

Exercice 16 :
f . RQ[X] — RQ[X]
P — f(P)=P'—-2XP

Montrer que f est linéaire.

Soit

Déterminer A = matg,(f).

Montrer que f est diagonalisable ?

Caculer f(Ps) avec Py = X? — 2.

Trouver P inversible, D diagonale tel que A = PDP~.

A



11 Exercices Concours 40

Exercice 17 :
On note B = (ey, es, €3) la base canonique de R3. Soit f I’endomorphisme
de R? définie par : f(z,y, 2) = (y, 2, —4x + 4y + z), pour tout (z,y,2) € R3.
1. Montrer que f est linéaire.
Déterminer la matrice A de f relativement a la base B.
Calculer les valeurs propres de A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?
Trouver une matrice P et une matrice D telles que A = PDP~!.
Calculer P~1

Donner ’expression de A™.

e e

11 Exercices Concours

Exercice 1 (Concours 2015) :

Soit M la matrice réelle carée d’ordre 3, définie par :

0 01
M=|1 21
100
1. Déterminer les valeurs propres de M.
2. En déduire que M est diagonalisable.
3. Déterminer les sous espaces propres de M.
4. Déterminer P inversible de coefficients (0,1,1) sur la troisieme ligne,
vérfiant : M = PDP~! ot D est la matrice diagonale :
20 0
D=|01 0
00 —1
5. Calculer P~ 1.
6. En déduire que pour tout n > 1 on a :
I+ (=) 0 1— (=1
2 2
M"™ = 2n—1 2 2" -1
1—(=1)" 0 L+ (=1)"

2 2
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Exercice 2 (Concours 2014) :
On considere M de M3(R) définie par :

4 1 0
M=10 20
01 4
1. Montrer que 2 et 4 sont des valeurs propres de M. Préciser leurs mul-

tiplicités.
2. Déterminer les sous espaces propres de M.
3. En déduire que M est diagonalisable.
4. Soient les matrices :

400 1 1 0
D=10 20 et S=10 -2 0
0 0 4 0 1 1
(a) Montrer qus S est inversible.
(b) Calculer S~
(c) Donner la relation entre M, D et S.
(d) Pour n € N montrer que :
24" 4 =2 0
M" = — 0 DA 0
0 4n =27 24"
5. Solent (), (yn) et (2,) trois suites définies par zo = yo = 20 = 3 et
Vn € N .
Lp41 = $n+1yn
1
Yn+1 = %yn
Zn+l = Zyn—i_zn
In
Pour n € N, on note X,, = | v,
Zn
(a) Montrer que Vn € N, X,, = .- M"Xj,.
(b) En déduire que Vn € N,
Tn = o+ %(1 - 2%)90
1
Yn = 5%
[P
Zn = 5(1 - 2—n)yo + 20
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Exercice 3 (Concours 2012) :

On munit R? de la base canonique B = (ey, e, €3) et on considere I'endo-
morphisme f de £(R3) défini dans la base canonique, par sa matrice

1 00

A=-12 2 0

01 3
1. Déterminer les valeurs propres de A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer P inversible de 3iéme ligne ¢35 = (1 1 1) et vérifiant la

relation
1 1 00
P—lAP:D:g 020
0 0 3
4. Calculer P? puis en déduire P~
5. Pour n € N* montrer que :
1 1 0 0
A= | 22 om0

gn_ontl 41 gn_9on 3n

Exercice 4 (Concours 2009) :

On munit Ry[X] de sa base canonique b = (1, X, X?). Soit T 'application
définie sur IRy[X] par :

i? /I tp(t)dt, si x#0
p € Ry[X], T(p)(w) = 5;;(0)0
— z=0.
2

Montrer que T'(p) € IRy[X] pour tout p € Ry[X].
Montrer que T" est un endomorphisqme de Ry[X].
Déterminer la matrice A de T par rapport a la base b.

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés de A.

A

Calculer A™ pour n entier > 2.
Zo
6. Calculer en fonction de Uy = Yo |, la suite de vecteurs colonnes
20
(U,,) définie par :
Un+1 = AUn, n 2 0
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L,
ol Un = Yn
Zn

Exercice 5 (Concours 2008) :

On considA “re la matrice
6 1 1
M=1]116 1
1 16
Donner 'expression de M"™ en fonction de n > 2.

Exercice 6 (Concours 2007) :

On munit R3 de la base canonique B = (ey, e, e3) et on considere I'endo-
morphisme f de £(R3) défini dans la base canonique, par sa matrice

2 1 -1
A=11 2 -1
1 1 0

1. Montrer que 1 et 2 sont les deux valeurs propres de A. Préciser leurs
multiplicités.

2. Montrer que A est diagonalisable.

3. Déterminer une base de vecteurs propres (vq,v2,v3) de f, telle que la
troisieme composante de chacun des vecteurs soit égale a 1.

4. En déduire P inversible, D diagonale telles que :
A=PDP.
5. Calculer P~ 1.

6. Calculer A™ pour tout n € N.

7. Soient (x,), (yn) et (z,) trois suites définies par zg, o, 20 € IR et

Tn41 = % <2xn + Yn — Zn)
Vn e N Ynt+1 = 3 (mn + Qyn - Zn)
Zn+1 = % (2xn + yn)

Caculer z,,y, et z, en fonction de n et de xg, yo, 20o.
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Exercice 5 (Concours 2000) :

Soit f I'endomorphise de R? dont la matrice par rapport a la base cano-
nique B = (e, €3, e3) de R? est donnée par :

4 1 2
A= 2 3 2
-3 -1 -1

1. Monter que f est bijective.

AR AN ol

Vérifier que :
A3 —6A%+11A—-613=0,
I3 désigne 'identité de R3.
En déduire A~!
Soit Vj = ey + e — 2e3. Calculer f(V7). Que peut-on conclure ?
Déterminer le polynome caratéristique de la matrice A.

Déterminer en utilisant 4) les valeurs propres et les vecteurs propres de
la matrice A.

En déduire que A est semblable a une matrice diagonale.



Chapitre 5

Fonctions a plusieurs variables

1 Espace R”

On appelle espace R? (resp. R?) un ensemble de couples (resp .triplets) de
nombres réels. Un élément de R? ou R? est appelé point et est noté par une
lettre majuscule.

Soit X = (z,y) et X' = (2/,y') deux points de R? on a alors : X = X’ si et
seulement si x = 2’ et y = ¢/'.

Soit X = (z,9,2) et X’ = (2/,9/,2') deux ponts de R? alors : X = X' si et
seulement si x =a', y =19y et z = 2.

2 Notions de normes et de distances :

Définition 2.1 (Norme) On appelle norme sur R" (n = 2 ou 3) toute
application N de R™ dans R+ satisfaisant aux trois conditions suivantes :
quelque sotent X e R, Y e R" eta € R

- N(X) =0, si et seulment si, X = Ogn

- N(aX) = |a|N(X)

- N(X+Y)<NX)+ N(Y) (Inégalité triangulaire)

Définition 2.2 L’espace vectoriel R™ muni d’une norme s’appelle espace
vectoriel normé.

Normes équivalentes : deux norme N et N’ sur R" sont dites équivalentes
si et seulement si il existe deux réels strictement positifs k1 et ky tels que :

VX €R", N(X)<kN(X) et N(X)<kN(X).

Normes usuelles
45
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o N :
Dans R?, VX = (z,y) € R?, N{(X) = /22 + y2

— Dans R3, VX = (1,y,2) € R?, Ni(X) = /22 + y? + 22

o Ny :

— Dans R% VX = (x,y) € R?, No(X) = |z| + |y

— Dans R?, VX = (z,y, 2) € R?, No(X) = |z| + |y| + |2]

o N :

— Dans R?, VX = (z,y) € R?, Noo(X) = max(|z|, |y|)

— Dans R? VX = (z,y,2) € R?, Noo(X) = max(|z], |y|,|2])
Remarque On montre facilement que Ni, Ny et N, (dans les deux cas
n = 2 ou 3) vérifient les trois propriétés (voir définition de la norme) et que
ces normes Ny, Ny, Ny, de R™ ( n =2 ou 3 ) sont trois normes deux & deux
équivalentes.
Dans toute la suite et pour tout X € R"™ on note par : || X||,, I'une des trois
normes équivalentes Ny (X), Na(X) et Noo(X).
La norme N; est appelée la norme euclidienne et I'espace R™ muni de cette
norme est appelé I'espace euclidien R".

Lorsqu’ aucune confusion n’est a craindre et pour alléger les écritures on note
| X || au lieu de ||.X||,.

Distance associée a une norme :

Définition 2.3 La distance associée a la norme || - || est Uapplication d de
R™ x R™ dans R définie par pour tout X € R™ et pour tout Y € R™ :

d(X,Y) = [[X =Y.

Propriétés : d désigne la distance associée a la norme || - || alors pour tout
X € R”, pour tout Y € R" et pour tout Z € R" :

— d(X Y)=0 << X=Y
~d(X,Y)=d(X,Y)
—dX+2ZY+2Z)=d(X,)Y)
~d(X,Z)<d(X,Y)+d(Y, Z)

3 Boules ouvertes - Boules fermées

Définition 3.1 Dans R™ muni la norme || - ||, la boule ouverte de centre
Xo € R™ et de rayon r > 0 notée Bo(Xo,r) est définie par :

Bo(Xo,r) = {X € R" tel que d(X, Xo) = || X — Xo|| < r}.
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Dans R™ muni la norme || - ||, La boule fermée de centre X, € R™ et de rayon
r > 0 notée Bp(Xo,r) est définie par :

Br(Xo,r) = {X € R" tel que d(X, Xp) = [| X — Xo|| <r}.

Exemples : Boules ouverts et de boules fermées dans le cas de R? :
e Dans R? muni de la norme Ny(X) = ||(z,y)|| = /22 + v2,
Bo(O,r) (resp. Bp(O,r)) est le disque ouvert (resp. fermé) de centre O et
de rayon r.
e Dans R? muni de la norme Ny(X) = |z| + |y ,
Br(O,r) est le carré fermé centré en O origine du repere et de sommets les
points (r,r), (=r,r), (r,—r) et (—r, —7).
Définition 3.2 (Parties bornées) Une partie A de R™ muni de la norme
| - || est dite bornée si et seulement si l'une des quatre assertions équivalente
suivantes est satisfaite :

— A est inclus dans une boule fermée.

— 1l existe k > 0 tel que pour tout X € A; || X|| < k.

— Il existe k > 0 tel que pour tout X = (x1,xq,...,2,) € A; |x;] <k

— Il existe k > 0 tel que pour tout X = (x1,22,...,T,) € A; maXj<i<n
Définition 3.3 (Voisinage d’un point) DansR" (n =2 ou 3) muni de la
norme || - || une partie V,, de R™ est voisinage du point X € R" si et seulement
st Vo, contient une boule ouverte centrée en X.

4 Fonctions de plusieurs variables réelles

4.1 Fonctions de plusieurs variables réelles a valeurs
dans R

Définition 4.1 On appelle fonction de n (n =2 ou n = 3) variables réelles
a valeurs dans R, toute application f d’une partie D de R™ dans R.
e Casn =2

f:DeR?* — R
(r,y) = flz,y)
e Casn=3

f:DeR¥ — R

(x7 y7 Z) '—> f<x7 y7 Z)
D est appelé de domaine de définition de la fonction de la fonction f que
l'on note en général par Dy.
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4.2 Fonctions de plusieurs variables réelles a valeurs
dans R? :

Définition 4.2 On appelle fonction (n = 2 ou n = 3) variables réelles a
valeurs dans RP, (p =2 ou p = 3) toute application f d’une partie D de R™
dans RP.

Casn=2et p=2;
f:DCR* — R?
(,y) = flr,y) = (filz,y), fa(2,y))
Casn=2etp=3:

f:DCR?* — R3
(iL‘,y) = f(xay) = (fl(a:ay)?fQ(xay)af3<x>y))
Casn=3etp=2:

f:DCR® — R?
(.Z‘,y,Z) = f(x,y,z):(fl(x,y,z),fg(x,y,z))
Casn=3etp=3:

f:DCR® — R3
(@,y,2) = flz,y,2) = (filz,y,2), f2(2, 9, 2), fs(2,y,2))
La donnée d’une fonction f de n variables réelles a valeurs RP équivaut a
la donnée de p fonction f; de n variables réelles a valeurs dans R appelée
fonctions partielles.

Définition 4.3 (Notion de limites) Soit f une fonction de n variables a
des valeurs dans R (resp. R?), définie sur un voisinage Vy, du point Xo €
R", sauf éventuellement en Xy. On dit que la fonction f admet pour limite
I €R (resp. | € RP) au point Xy si et seulement si la condition suivante est
satisfaite :

pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout X € Vx, vérifiant
1X = Xoll < ona |F(X) = 1] < & (resp. [ £(X) = ll, << ).

Notation : On écrit alors lim f(X) =1l.
X*)XO

Remarque : la définition de la limite de fonction de plusieurs réelles est
analogue a celle de la limite de fonction d’une seule variable réelle. Ainsi on
généralise tous les limites de fonctions d’une seule variable réelle au cas des
limites de fonctions de plusieurs variables réelles. En particulier : somme,
produit, quotient, composée, inégalités, encadrement, etc ...
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5 Fonctions de deux variables réelles a va-
leurs dans R :

Définition 5.1 Soit f une fonction de deux variables réelles dans R définie
sur un voisinage Vigp du point (a,b). On dit que la fonction f admet pour
limite | (I € R) au point (a,b) si et seulement si la condition suivante est
satisfaite :

pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout (x,y) € Viap) vérifiant

‘|($7y) - (a>b)H < nona ‘f(xay) - ” <e¢
On écrit alors :  lim  f(z,y) = 1.

(z,y)—(a,b)
Conséquences de la définition :

e Si ( l)m% )f (x,y) = [ existe et est finie alors pour toutes courbe I' passant
z,y)—(a,b
par le point (a,b), la limite de f(z,y) au point (a,b) suivant la direction de

la courbe , notée par lim f(z,y) est égale a l.
(mvy)*)(avb)(m,y)ef

e S’il existe deux courbe I'y et I'y passant par le point (a, b) et telle que :

lim flx,y) # lim f(z,y)

(xay)*)(avb)(z,y)el"l (Ivy)%(azb)(z,y)el“z

alors lim  f(z,y) n’existe pas.
(xvy)*)(avb)(z,y)

On rappelle que si la courbe I est d’équation y = VU (z) ou x = P(y) alors :

lim (o) = lim f(a, ¥(@)) = lim F(@(0).).

(Ivy)*)(avb)(z,y)GF

6 Etude de limite d’une fonction de deux va-
riables réelles en un point

Pour étudier I'existence de la limite suivante : ( 1)111% : f(z,y) et la calculer
z,y)—(a,b
lorsqu’elle existe, on procede de la maniere suivante :

Pour tout m € R, on considere les droites D,,, passant par le point (a,b) et
de pente m , d’équations : y = m(x — a) + b et on calcule

lim f(z,y) = lim f(z,m(z —a) + b)

(x’y)ﬁ(aab)(m,y)eDnl T—a

Deux possibilités peuvent avoir lieu :



7 Continuité 50

1. Premier Possibilité : lim f(z,y) dépend du parametre m,
(xzy)*)(avb)(z,y)EDm

on dira alors que  lim  f(x,y) n’existe pas.
(z,y)—(a,b)

2. Deuxieme Possibilité : lim f(z,y) ne dépend pas du pa-
(zvy)%(aﬁb)(x,y)EDm

rametre m et est égale a l € R. Dans ce cas nous avons deux éventualités :

a. Premier éventualité : il existe une autre courbe I' passant par le

point (a,b) et telle que lim flx,y) =1 avecl # 1, on dira
("Evy)_)(afb)(:c,y)ef

alors que ( l)lII% ) f(x,y) n’existe pas. (En général I’équation d’une
T,y — a,

telle courbe I' sera avancée).
b. Deuxieme Eventualité : il n’existe pas une autre courbe I' passant
par le point (a,b) et telle que lim f(z,y) # 1 (En général

(xvy)ﬁ(avb)(z,y)GF
lorsque aucune équation de courbe n’est avancée) , on dira alors que

si lim  f(x,y) existe elle ne peut étre qu’égale a [ et on doit le
(z,y)—(a,b)

confirmer par un moyen ou un autre ( définition, comparaison, ...).
Pour la confirmation on utilise en général le théoreme suivant dont I’analogue
vu dans le cas des limites des fonctions d’une seule variable.
Théoreme
S’il existe une fonction g(z,y) définie sur un voisinage V45 du point (a,b) €
R?, sauf éventuellement en (a,b) et vérifiant les deux conditions suivantes :

pour tout (x,y) € Viap), |f(z,y) —1] < g(z,y),

lim g(z,y) =0,

(z,y)—(a,b)
alors la limite  lim  f(x,y) existeet ona: lim f(x,y) =1
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

7 Continuité

Définition 7.1 Soit f une fonction de n (n =2 ou n = 3) variables réelles

a valeurs dans R (resp. RP) définie sur voisinage Vx, du point X, € R". Le

fonction f est continue au point X, si et seulement si thr)l( f(X) = f(Xop).
—X0

Cas D’une fonction deux variables :

Définition 7.2 Soit f une fonction de deux variables réelles a valeurs dans
R (resp. R?) , définie sur un voisinage Vi, du point (a,b) € R*. La fonction

f est continue au point (a,b) si et seulement si ( lim , flz,y) = f(a,b).
x,Y — a,
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Remarque : La définition de la continuité de fonction de plusieurs variables
réelles est analogue a celle de la continuité de fonction d’'une seule variable
réelle au cas de la continuité de fonction de plusieurs variables réelles. En
particulier : somme, produit, quotient composée, etc ...

Dans la pratique : Pour étudier la continuité d’une fonction f de deux
variable réelle définie sur un voisinage V{, ) au point (a, b) connaissant f(a, b)

on étudie la limite suivante  lim  f(z,y).
(z,y)—(a,b)
— Si cette limite est égale a f(a,b) on dit alors que la fonction f est

continue au point (a,b).
— Si cette limite existe et est différente de f(a,b) ou n’existe pas on dit
alors que la fonction f n’est pas continue au point (a, b)

8 Differentabilité, dérivées partielles :

Définition 8.1 (Différentiabilité d’une fonction de n variables réelles)
Soit f une fonction de n variables réelles a valeur dans R définie sur un voi-
sinage Vx du point X € R™ et h € R" telle que X + h € Vx. La fonction f
est dite différentiable au point X si et seulement si on peut écrire :

FX+h) = [(X) = dfx(h) +ex(h)[[]]

ou dfx est une application linéaire de R™ — R qui a h € R"™ associe dfx(h)
(dfx est appelée la différentielle de f au point X ). ex est une fonction de
R™ = R qui a h € R™ associe ex(h) vérifiant }lliIT(l) ex(h)=0.

ﬁ

Définition 8.2 (Dérivées partielles d’une fonction de n variables réelles)
Soit f une fonction de n wvariables réelles a wvaleurs dans R définie sur

un voisinage Vx du point X = (x1,Ta,..., 24 ..., 2,) € R™. Si pour tout
1=1,2,...,n :

hm f(l’l,l'g, e, i1, T4 + h,[L‘H_l, ce ,{En) — f(l‘l,l'Q, ey Lj 15 Lgy it 1y - - - ,ZL‘n)
h—0 h )

existe et est finie on dira a lorsque la fonction f admet une dérivée partielle

relativement a la variable x;, que [’on note par %(w) et on a :
af (;Ij) — lim f((lfl,xg, ey i1, X4 + h, Ligly- - 7.Tn) - f(Il,[E27 ey Lj1, Ly Lit 1y - - - ,xn)
0x; h—0 h )

Théoreme : Soit f une fonction de n variables réelles a valeurs dans R
définie sur un voisinage Vy du point X = (x1,...,2;,...,x,) € R™. Sila
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fonction f admet, pour tout i = 1,2,...,n, des dérivées partielles continues
au point X alors f est dite différentiable au point X et sa différentielle dfx
est donnée par : pour tout h = (hy, ha, ..., hy, ..., h,) €ER":

dfx(h) = %(X)hl + g—ai(X)hg +--- 4+ gj

(X) .

Définition 8.3 (Gradient) Dans l'espace euclidien R™, le gradient de f au
point X est défini par :

of

" on

O+ 2L+ o+ 2L o,

< grads(X),h >=dfx(h) 5
2

8.1 Cas d’une fonction de deux variables

Soit f une fonction de deux variables réelles a valeurs dans R définie sur un
voisinage V(4 du point (a,b) € R*.
Dérivées partielles

af 1 f(a—l—hab)_f(avb) 8f T f(a7b+h)_f(aab)
%(a,b) = ilr,li% - et a—y(a, b) = }lg%
Différentiabilité

La fonction f est dite différentiable au point (a,b) si pour tout (z,y) € R?
telle que (@ + x,b + y) appartienne a Vi, on a :

lim fla+z,b4+y) — fa,b) — dfap(x,y)
(2,9)—(0,0) | (z, y)]

:(:)7

. 3 d

ou df(a,b)<x7 y) = 3_£(a7 b)l’ + 3_£(a7 b)y

Dans la pratique : Pour étudier la différentiabilité d’une fonction f de deux

variables réelles au point (a,b) connaissant g—i(a, b) et g—f(a,b), on étudie la
y

limite suivante :

- fla+z,b+y) — fa,b) — (Z(a,b)z + Z(a,b)y)
(2,5)—(0,0) | (z, )]

— Si cette limite est égale a 0 on dit alors la fonction f est différentiable
au point (a, b).

— Si cette limite existe et est différente de 0 ou n’existe pas on dit alors
que la fonction f n’est pas différentiable au point (a,b).
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8.2 Cas d’une fonction de trois variables

Soit f une fonction de trois variables réelles a valeurs dans R définie sur un
voisinage V(g du point (a,b,c) € R?
Dérivées partielles

of . fla+h,b,c)— f(a,b,c)
%(G,b,C) - llzlif(l) h )
8.f 7 f(a,b+h,c)—f(a,b,c)
8y<a bc) = ]!Llil(l) - et
of . fla,b,c+h)— f(a,b,c)
prebd = h -

Différentiabilité La fonction f est dite différentiable au point (a,b,c) si
pour tout (z,y,z) € R* telle que (a+ x,b+y, c+ z) appartienne & V(g on
a:
hm f(a + x, b + y,c + Z) - f(a/a b> C) - df(a,b,c)<x7 Y, C)
(2,9,2)—+(0,0.0) (2, y, 2)l

ol df(a,b,c) (ZL’, Y, Z) = %(CL, b> C)Jj + g_i(av b7 C)y 3f (CL b C)
Gradient : Dans l’espace euclidien R3, le gradient de faupoint X = (z,vy, 2)
est défini par :

=0

af
ox

of

< gradf(w,y,z), h = (hb h?a h3) >= df(:r,y,z)( ) ay( )h 82

- (X)ha+
Fonction de classe de classe C' Une fonction f de n (n = 2 ou n = 3)
variables réelles est dite de classe C' en un point X de R™ (resp. sur un
domaine D C R?) si et seulement si f admet des dérivées partielles continues
au point X (sur le domaine D).

9 Matrices Jacobiennes

Définition 9.1 Soit f une fonction de n variables réelles a valeurs dans R?
et X un point de R™. La matrice Jacobienne de la fonction f en point X est
un matrice a p lignes et n colonnes notée par J¢(X) et définie par :

T T A
2 2 2

500 = (2 00), S|
Ox; (1<i<p el 1<j<n) : E R E
Ofp Ofp fp

6—;;1()() a—;‘Z(X) —a;‘n(X)

est appelée la matrice Jacobienne de la fonction f.
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Matrices Jacobiennes dans les cas: n=2ou3det p=2ou3:
— Casn =2etp=2:sif:R* = R?définie par f(z,y) = (fi(z,y), fo(7, 7))

lors :
o Sy) Gr(wy)
Ji(z,y) = | 5% 54 :
0

~ Casn=2etp=3:si f: R = R?définic par f(z,y) = (fi(x,y), folx,9), fa(z,y))
alors :

Jf<x7y) =

~Casn =3etp=2:s f: R — R?définie par f(z,y,2) =
(filz,y, 2), f2(z,y, 2)) alors :

<%<x,y,z> O (x,y,2) %@c,y,z))

i
3_962(5573/7 z

Ji(z,y,2) =

SN—
Q
oS
~—~

—~Casn =3etp=3:sf: R — R définie par f(x,y,2) =
(fl(l‘,y,Z),fg(l’,y,Z),fg(l’,y; Z)) alors :

L(w,y,2) ey 2) ey, 2)

Jf(xay7z): Zd_;;z(xayaz) Za_;é(xayaz> Z)_j:j(xay7z)
a_;(x7yuz) a—;(x,y,z) T;(Iayvz)

10 Dérivées partielles d’ordre supérieurs-Théoreme
de Schwarz :

Définition 10.1 Soit f une fonction de n variables réelles a valeurs dans
R définie sur un voisinage Vx du point X = (x1,...,x; ..., x,) € R". Si

pour i = 1,2,...,n la dérivée partielle % admet a son tour une dérivée
partielle par rapport a la variable x; avec 7 = 1,2,...,n au point X, cette

dérivée partielle est appelée la dérivée partielle seconde de f relativement aux

variable x; et x; et notée 65?6]; (X) etona:
10Tj

f 9 (of

Théoréme de 'inversion (Schwarz) :
Soit f une fonction de n variables réelles a valeurs dans R définie sur voisinage
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Vx dupoint X = (xq,..., 2, . mn) € R™. Si la fonction f admet des dérivées
partielle secondes 88_2’0 (X ) et o1 -(X) continues au point X alors on a :

;02 Ox;0x;
o*f 0*f
(X) = (X).
8ZL‘Z‘8{L‘]‘ 6%8951

Conséquence du théoreme de L’inversion : si axlaxj( ) &C 8:1: (X) alors
2

'une au moins des deux dérivées partielles secondes 5 3];_ (X) et 83 afx- (X)
10T 4 J [

n’est pas continue au point X.

Fonction de classe de classe C? : Une fonction f de n variables réelles est
dite de classe C? en un point X de R™ (resp. sur un domaine D C R") si et
seulement si f admet des dérivées partielles secondes continues au point X
(sur le domaine D).

e Cas d’une Fonction de deux variables : Soit f une fonction de deux variables
réelles a valeurs dans R définie sur un voisinage V4 ) du point (a b) € R%

Si la fonction f admet des dérivées partielles secondes 2L 8x8y et 5= continues
au point (a, b) alors on a :
O*f O*f
b) = b).
Conséquence du théoréme de I'inversion : Si 5 8y( b) 7é (a b) alors I'une

et 597 8 n’est pas continue

au moins des deux dérivées partielles secondes 2 8x8y

au point (a, b).
Une fonction f de deux variables réelles a valeurs dans R est dite de classe
C? en un point (a, b) de R? (resp sur un domaine D C R?) si et seulement si

2f f  9*f
les dérivées partielles secondes 55, 5%y asoy b ay0s

(a,b) de R? (resp. sur le domaine D).

sont continues au point

11 Dérivées partielles de fonctions composées

Définition 11.1 (Dérivée de fonction composée d’une seule variable)
Soient trois fonctions
U:R - R V:R - R ot R — R
v U)o = V() (z,y) = flzy)

On pose F(z) = f(U(z),V(x)) la fonction F ainsi définie est appelée fonc-
tion composée d’une seule variable.
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Théoréme : si les fonction U et V' sont dérivables au point x € R et si f est
une fonction admettant des dérivées partielles premieres continues au point
(U(x),V(x)) alors la fonction F' est dérivable au point = et on a :

F(a) = SHU@, V@)U (@) + 5 U1, V@)V o)

Dérivées partielles de fonction composée de deux variables :
Définition : Soient trios fonctions
U:R? — R V:R — R ot f:R?> — R
(z,y) = Ulxy) (z,y) — Vi(zy) (z,y) = flz,y)

On pose F(x,y) = f(U(x,y),V(x,y)) la fonction F ainsi définie est appelée
fonction composée de deux variables.

Théoreme : Si les fonctions U et V' admettent des dérivées partielles au
point (z,y) € R? et si f est une fonction admettant des dérivées partielles
premieres continues au point (U(z,y), V(x,y)) alors la fonction F' admet des
dérivées partielles premieéres au point (z,y) et on a :

e 00 = S U V@) (w) + 5 U@, V)G )

S 0) = SU@ V)G ) + G U, V@) )

On schématise par

oF _0fou L OF OF oV
dr  Or Oz oy Or

OF  _0JOU 0OV
dy Y Ox 0y Oy Oy

12 Formes différentielles

Formes différentielles de deux variables

Définition 12.1 On appelle forme différentielle de deux variables réelles x
et y , toute expression, notée w(x,y) et définie de la maniére suivante :

w(z,y) = P(x,y)dr + Q(z,y)dy

ou P(x,y) et Q(z,y) sont deux fonctions des deux variables réelles x et y.
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Définition 12.2 La forme différentielle de deuzx variables réelles w(zx,y) =
P(z,y)dz + Q(z,y)dy ou P(z,y) et Q(z,y) sont deux fonctions de classe C*
sur Q C R? est dite ezacte ( totale ou intégrable ) sur Q si et seulement si
la condition suivante est satisfaite :

- opP . 0Q
pour tout (I’,y) € Qv a_y(xvy) - ox (:L‘7y)

Intégration d’une forme différentielle exacte
Intégrer sur 2 C R? la forme différentielle exacte w(z,y) = P(z,y)dx +
Q(z,y)dy revient a déterminer toutes les fonctions f(z,y) définies sur Q) et
vérifiant la condition suivante : w(x,y) = df (x,y).

Pour la détermination des f(x,y) on procede de la maniére suivante :

w(z,y) =df(z,y) <= Plz,y)dz+ Q(z,y)dy = %(I,y)dwrg—g(%y)dy
S(x,y) = Playy) ()
= {§—§<x,y> = Qy (D)

Selon la facilité du calcul intégral ,on commence par intégrer (1) par rapport a
x puis on remplace dans (/1) ou bien on commence intégrer (/1) par rapport
a y puis on remplace dans (/).

13 Extremums relatifs ou locaux

Définition 13.1 Soit f une fonction de R™ a valeurs dans R définie au
voisinage du point Xo € R™. On dit que la fonction [ admet un maximum
local au point Xy, si et seulement si, il existe un voisinage Vx, et tel que pour
tout X € Vx, on a

f(z) < f(Xo).
On dit que la fonction f admet un minimum local au point X, si et seulement
s1, il existe un voisinage Vx, et tel que pour tout X € Vx, on a

f(x) > f(Xo).
Un extremum local est soit un maximum local soit un minimum local.

Théoreme : soit f une fonction de n variables réelles a valeurs dans R. Si f
admet un extremum local au point X € R"” et si admet des dérivées partielles
premicres au point X alors :

of
833'1'

pour tout i=1,...,n ona (X)=0.
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La réciproque n’est pas en général vraie.

Cas d’une fonction de deux variables : Soit f une fonction de deux
variables réelles a valeurs dans R définie sur un voisinage V{43 du point
(a,b) € R% On dit que la fonction f admet un maximum local au point
(a,b), si et seulement si, il existe un voisinage V(4 tel que :

pour tout (z,y) € Viepy ona f(z,y) < f(a,b).

On dit que la fonction f admet un minimum local au point (a, b) si et seule-
ment si il existe un voisinage V{4 tel que :

pour tout (z,y) € Viepy ona f(z,y) > f(a,b).

Théoréme Soit f est fonction de deux variables réelles a valeurs dans R. Si
f admet un extremum local au point (a,b) alors :
of of

8—1‘((1,()):0613 a_y( ,b):()

La réciproque n’est pas en général varie.

Définition 13.2 Soit f une fonction de deuz variables réelles a valeur dans
R définie sur un voisinage V(o) du point (a,b) € R*. Si f admet des dérivées
partielles premiéres au point (a,b) et si af(oz b) = gf(a b) = 0 alors le point
(a,b) est appelé un point critique.

— Tout extremum local est un point critique.

— Un point critique n’est pas nécessairement un extremum local.
Formule de Taylor pour les fonctions de deux variables a 1’ordre 2 :
Soit f une fonction de deux variables réeles a valeurs dans R définie et de
classe C? sur un voisinage Vi, du point (a,b) € R? et (z,y) € R? vérifiant
(a+z,0+y) € Vigy alors il existe § €]0, 1] tel que

0 0

flatnb+y) = flob)+relab) +y5
ry Of

11! 0zoy

22 0% f
b) + gp(a+0x,b+9y)
20°f
2'8 2

(a+0x,b+0y) + Z==—=(a+ 0z,b+ Oy)
Etude d’un point critique :

Soit f une fonction de deux variables réelles a valeurs dans R définie et de
calasse C? sur un voisinage V(, 5 du point (a,b) 6 R2 et (a,b) un point critique

de f. On calcule : af(ab) T L(a,b) = 2 (ab)—setaf(ab)—t

Bzay 8y8:}c
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— Si s> —rt <0etr >0 alors le point (a,b) est un minimum local.

~ Sis?—rt <0etr <0 alors le point (a,b) est un maximum local.

~ Si s —rt > 0 alors le point (a,b) n’est ni un minimum local ni un
maximum local.

— Si 82 —rt = 0 alors il faudra étudier de prés le signe de f(z,y) — f(a,b)
pour (x,y) tres proche de (a,b) en utilisant la formule de Taylor a
I'ordre 2.

14 Exercices

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie pour tout couple (z,y) de R? par : f(x,y) = 22% +
29% + 2zy — x — .

1. Calculer les dérivées partielles premieres de f.

2. En déduire que le seul point critique de f est A = (%, %)

3. Vérifier que 2 (z + ¥ — }L)Q +3(y—32)=flz,y) +4¢

4. Calculer f(A) = f(%,£). En déduire que A est un minimum global.

Exercice 2 : (HEC 2010)

On considere la fonction f définie, pour tout couple (x,y) de 'ouvert
0, +00[x]0, +oo], par :

fe =t (3+7)

r Yy

1. Montrer que, pour tout couple (x,y) de |0, +00[x]0, +00[, on a :

Y —i—f et f(z,y) :M.

f<x7y) =2+=
r vy ry

2. Montrer que f est de classe C? sur |0, +00[x]0, +o0.
3. Montrer que f possede une infinité de points critiques et les déterminer.

4. Déterminer les dérivées partielles secondes de f et vérifier que ces
dernieres ne permettent pas de conclure a l'existence d'un extremum
local de f sur |0, +00[x]0, 4+00].

(a) Comparer les réels (z + y)? et 4zy.

ot

(b) En déduire que f admet sur |0, +00[x]0, +00[ un minimum global
en tous ses points critiques et donner sa valeur.
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6. Soit g la fonction définie pour tout (z,y) de |0, +00[x]0, +00[, par :
g(z,y) =2In(x +y) —lnz —Iny.

Montrer que : ¥(z,y) €]0, +00[x]0, +00[, g(z,y) > 2In2.

Exercice 3 : (EML 2012)
Partie I : étude d’une fonction d’une variable réelle

On considére I'application f : [0; +o0o[ — R définie, pour tout ¢ € [0; +o0]
par :

o= {0 378

1. Montrer que f est continue sur [0; +o0].

2. Montrer que f est de classe C! sur |0; +oo[ et calculer f’(¢) pour tout
t € 1]0; +o0].

3. Dresser le tableau des variations de f. On precisera la limite de f en
+00.

4. Montrer que f est convexe sur |0; +o0].

5. On note I' la courbe representative de f dans un repére orthonormal

(017

(a) Montrer que I" admet une demi-tangente en O et préciser celle-ci.
(b) Déterminer les points d’intersection de I et, de ’axe des abscisses.
) Préciser la nature de la branche infinie de I'.
)

(c
(d) Tracer I'allure de T'. On admet : 0,36 < e < 0,37,

Partie Il : étude d’une fonction de deux variables réelles

On considere lapplication F : ]0; +oo[ — R, de classe C?, définie, pour
tout (x,y) € ]0; +o00[* par :

F(z,y) =

1. Calculer les dérivées partielles premieres de F en tout (z,y) de ]0; +-00[” .
2. Montrer que (e, e) est un point critique de F'.

3. Calculer les dérivées partielles secondes de F en tout (z,7) de ]0; +o0[* .
Est-ce que F' admet, un extremum local en (e, e)?
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Les intégrales doubles

1 Intégrale double sur un rectangle

Définition 1.1 On appelle rectangle tout domaine D de R? décrit de la
maniere suivante :

D={(r,y) eR* tel quea <z <betc<y<d}

ou a,b,c et d sont quatre réels tels que a < b et ¢ < d.
Un tel rectangle D est noté par : D = |a,b] X [c,d].

Définition 1.2 Soient D = [a,b] X [c, d] un rectangle de R? et f une fonction
de 2 variables réelles continue sur D. L’intégrale double de f sur D, notée

[ o [z, y)dzdy, est définie par :

//Df(as,y)da:dyZ/ab (/Cdf(a:,y)dy) da::/cd (/abf(a:,y)da;) dy.

e Si D = [a,b] x [c,d] un rectangle de R? et si f est une fonction qui peut se
mettre sous la forme f(x,y) = u(z)v(y) o u est une fonction de x et v est
une fonction de y alors on a :

[ [ sy~ [ /[ o My = (/ bu(w)dw) (/ dv(y)dy)

e Les seules parties vraiment simples de R sont les intervalles. Mais dans R2,
il y a beaucoup de parties raisonnables qui interviennent de maniere natu-
relle, par exemple un pavé, un triangle, un disque. . .

Pour calculer I'intégrale de f (continue) sur D (avec D “bon domaine” quel-
quonque). Nous pratiquons la méthode des deux intégrations successives.

61
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Nous admettons que le résultat ne dépend pas de 'ordre dans lequel on les
effectue.

Remarque : Il arrive que 'un des calculs soit plus difficile que 'autre, ou
méme soit impossible. Dans ce cas il faut penser a intervertir 'ordre des
intégrations.

2 Intégrale double sur un domaine quelconque
de R?

Soit  un domaine quelconque de R? le domaine Q peut étre décrit de deux
types différents.

Définition 2.1 (Domaine de type I)
Q= {(z,y) €R? tel que a < x < b et pour tout x € [a,b], P, (z) <y < Oy(x)}

ou @1 et ®y sont deuz fonctions de x vérifiant pour tout x € [a,b] ®1(x) <

(IDQ(I‘)
Définition 2.2 (Domaine de type II)
Q= {(z,y) € R? tel que c <y < d et pour tout y € [c,d], ¥1(y) < x < Wy(y)}

ou Uy et Wy sont deuz fonctions de y vérifiant pour tout y € [c,d] Vi(y) <
Wy (y).

Définition 2.3 (Intgrales succesives) Soient 2 un domaine quelconque
de R? et f(x,y) une fonction de deur variables réelles continue sur ) .

1. Si Q est un domaine du type I telle que :
Q= {(z,y) €R? tel que a < x < b et pour tout x € [a,b], P, (z) <y < Oy(x)}

Alors Uintégrale double de f sur €, notée fo f(z,y)dxdy,est définie

par :
f(z,y)drdy = b %(i)f(w,y)dy da.
//S; /a /@1(@

1l faut intégrer d’abord par rapport a y, pour x fixé, puis intégrer le
résultat par rapport a x.
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2. Si Q est un domaine du type I telle que :
Q= {(z,y) € R? tel que ¢ <y < d et pour tout y € [e,d], ¥, (y) < & < Us(y)}
Alors Uintégrale double de f sur €, notée fo f(z,y)dxdy,est définie

par :
[ [ taisas= | d ( / @(()) f(%y)dx) dy.

1l faut wintégrer d’abord par rapport a x, pour y fixé, puis intégrer le
résultat par rapport a y.

3 Propriétés des intégrales doubles

e Linéarité :
Soient f et g deux fonctions continues sur un domaine Q de R? et o € R on

: //Q(f(x,y)+g(:c,y)>dxdy://Qf(x,y)dxdy—i—//Qg(a:,y)dxdy,
//Qaf(xay)dxdyZa//ﬂf(a:,y)da:dy.

e Additivité :
Soient € et 5 deux domaines quelconque de R? tels que Q; Ny = () ol au
plus égale a une frontiere et f une fonction continue sur 2 = ; U ), alors :

/ /Q f(z,y)dzdy = / /Q 1UQ2f(a:,y)dxdy: / X f(z,y)dedy+ / . f(x, y)dzdy.

e Ordre :
Soient f et g deux fonctions continues sur un domaine € de R?

Si pour tout (x,y) € Qon a f(z,y) < g(z,y) alors // flx,y)dxdy < // g(z,y)dzdy.
Q Q

En particulier

Si pour tout (x,y) € Qon a f(x,y) > 0 alors // f(z,y)dzdy > 0.
Q

e Inclusion :
Si O et Qy sont deux domaines quelconques de R? tels que 2 C Q5 et f est
une fonction, continue et positive sur 2y alors :

/ £, y)dady < / f(z,y)dedy.
Q1 Qo
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e Valeur absolue :
Soit f une fonction continue sur €2 alors on a :

'//Qf(:c,y)d:cdy‘ S//Q\f(:c,y)]dxdy.

3.1 Aire d’un domaine borné quelconque de R?

L’aire d’un domaine quelconque 2 de R?, notée A(2), est donnée par :

mm:/éww

4 Changement de variables

Coordonnées polaires : Dans un repere orthonormé (O, 4, j) on peut repérer
un point quelconque M par ses coordonnées cartésiennes (z,y) ou par ses co-
ordonnées polaire (r,0) :

— r = 0OM la distance de l'origine O du repere au point M.

—

— 0 =<1i,(OM) > l'angle des vecteurs i et (OM).
—x=(0OM)iety=(OM).j
Relation entre (z,y) et (r,0) :
Lorsque (z, y) varie dans R? alors (r, §) varie dans R? varie dans [0, +-00[x [0, 27]
ou [0, +oo[x[—m, 7.
Soit 'intégrale double suivante :

- | /Q F (&, y)dady

ou f n’admet pas de primitive facile ni par rapport a z ni par rapport a
y. On effectue alors le changement de variables en coordonnées polaires. En
effet on considere I'application ¢ : [0, +00[x [0, 27| définie par

o(r,8) = (rcosf,rsinb).

On a la formule suivante :
si p(T) =19, alors // flx,y)dedy = // f(rcos@,rsind) rdrdd.
Q T

On note que T est le domaine de R? tel que lorsque (z,y) varie dans Q alors
(r,0) varie dans T.

En pratique

On commence par décrire le domaine €2 en fonction des coordonnées polaires
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(r et #). On obtient alors un nouveau domaine 7. Ensuite on change = par
rcos 6, y par rsin @ et dxdy par r dr df. 11 s’agit d’un changement de variables,
une opération analogue a celle qui a été paratiquée pour les intégrales simples !

Formule générale de changement de variables

Le changement de variable est défini par une application : & : U — V, ou U
et V sont des domaines (ouverts) de R?. Pour pouvoir faire le changement de
variables @, il suffit que ® soit une bijection de classe C! et qu’en tous point
de U, la matrice Jacobienne de ® ait son déterminant non nul. Cette derniere
condition s’écrit : det (Jg(a,b)) # 0 pour tous (a,b) € U. Supposons que T’
est un bon domaine contenu dans U et considérons le domaine 2 = (7).
Si f: A — R est intégrable, alors la composée f o ® est définie sur D et la
formule de changement de variables est :

//Qf(x’y)dxdy://Tf(q)(“av))|det<]<1>(u,v)|dudv

Important

Avant de calculer une intégrale double,
dessiner le domaine sur lequel il faut intégrer.

5 Exercices

Exercice 1 :

Calculer les intégrales doubles suivantes :

1. I://xydxdy,avecD:{(:v,y);Ogmgletogygl}.
2, 1_// Wy vee D= [0,1] x [0,1].

r+y+1

Exercice 2 :

Calculer les intégrales doubles suivantes :

. //eﬂdfcd% ol D= {(z,y); 0<y <x<1}.
D

2.//a:ydxdy,oi1D:{(x,y); 0<z<letx—y>0}
D

3.//(x—i—y)dxdy,oﬁD:{(x,y); 0<z<letz?<y<uz}
D
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4. //x6y2dxdy,of1D—{(x,y); r>0,y>0, z+y<1}.

dx dy
5. 1 = avec D ={(x,y);0 <z <y <1}
//x+y+1 {(z,y) y <1}

Exercice 3 :

Calculer 'intégrale double :

ffAlfg‘fQ?w ol A={(r,y) eR}0<2<1,0<y<1,0<2*+¢y* <1}

Exercice 4 :

Calculer I = [ [ (2*+y?) dx dy avec D = {(x,y); 2> +y*> < 1 et y > 0}.

Exercice 5 :

1. Montrer que Uintégrale I = O+°° e ¥ dt est bien définie.

2. Soit R > 0, on définit les ensembles :

Br = {(z,y) € R* /22+y2 < R et =z >0,y > 0} et Kg =
0, R] x [0, R].
Montrer que :

// e_(x2+y2)dxdy§// e_(z2+y2)dxdy§
Br Kpg
// e~ @) g dy.
Bar

/ / e~ @) g dy = z(1 —e ).
Br 4

4. En déduire la valeur de I (Intégrale de Gauss).

3. Montrer que

Exercice 6 :

Calculer I = [ [ (2*4+y?) dxdy avec D = {(z,y);2°+y* <1 et y > 0},
en utilisant la formule générale de changement de variable. (Indication : po-
ser ®(r,0) = (rcosf,rsinb)).
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Espaces probabilisés

1 Définition d’un espace probabilisé

Définition 1.1 (Ensemble fondamental) On considére une expérience aléatoire
quelconque et on note par €2 'ensemble de tous les issus de cet expérience. 2
est un ensemble non vide appelé ensemble fondamental .

Exemple : Si I'expérience consiste a lancer 3 fois une piece de monnaie ou
on a pile (P) et face (F') alors I’ensemble fondamental € est :

Q = {PPP,PPF,PFP,FPP,FFF,FFP,FPF, PFF}.

Définition 1.2 (Espace probabilisable) Soient 2 un ensemble fondamen-
tal et A une partie de P(Q) l'ensemble des parties de . Le couple (€2, .A)
est appelé un espace probabilisable st et seulement si les quatre conditions
suivantes son satisfaites :

1.Qe A

2. Quelque soit A€ A onaA=CqAc A

3. 51 Ay, Ag, ... A, € A alors AN Ay ---N A, € A (Stabilité par
intersection finie).

4. St (Ai)ueny ou I C N une famille fini ou infini d’éléments de A alors
Uier A; € A (Stabilité par réunion finie ou infinie).

Conséquence : Si (2, A) est un espace probabilisable alors () € A.

Définition 1.3 (Probabilité) On appelle probabilité définie sur l’espace pro-
babilisable (X2, A), toute application, notée en général P, de A dans R vérifiant
les trois conditions suivantes :
1. P(Q)=1.
67
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2. Quelque soit A€ Aona:0<P(A)<I.

3. Pour toute famille (A;)icr ou I C N, fini ou infini d’éléments de A
deuz a deuz disjointes (i.e. AiNA; =0 pour tousietjel i j)on
a:

P(UiesAi) = Y P(A)).

iel

Définition 1.4 (Espace probabilisé) On appelle espace probabilisé tout
triplet (Q, A, P) tel que (2, A) est un espace probabilisable et P est une pro-
babilité définie sur (2,.A).

Conséquence immédiate : Soit (2, A, P) est un espace probabilisé
SiAe Aet Be Aavec ANB =0 alors P(AUB) = P(A) + P(B).

Autres conséquences : Si ({2, A, P) un espace probabilisé alors on a :
1. P(0) = 0.
2. 5iAe Aet Be Aalors PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
3. Plus généralement : Si A€ A, B e Aet C € A alors :

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)—P(ANBNC).

4. Si A C B alors P(A) < P(B)
5. Si AC Aalors P(A) =1

2 Indépendance en probabilité
Définition 2.1 (Indépendance de deux événements :) Soient (2, A, P)

un espace probabilisé et A et B deux éléments de A. Les événements A et B
sont dits indépendants si et seulement si :

P(ANB) = P(A) x P(B).

Théoréme important : Si A et B sont indépendants alors A et B sont
indépendants, A et B sont indépendants et A et B sont indépendants.
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3 Indépendance d’une suite d’évenements :

Soit (A;)ier, I partie finie ou infinie de N, une famille d’événements de A.
Indépendance mutuelle : La famille (A;);c; est dite une famille d’événements
mutuellement indépendants ou indépendants si et seulement si :

pour toute partie finie J de I :  P(Nies4;) = HP(Ai).

icJ

Indépendance deux a deux : La famille (A;);c; est dite une famille
d’évenements deux a deux indépendants si et seulement si

pour tout i € [ et j € I : ona P(A;NA;) = P(A;)P(4;).

Remarque : L’indépendance mutuelle implique l'indépendance deux a
deux. La réciproque n’est pas en général vraie c’est-a-dire on peut avoir des
évenements indépendants deux a deux mais qui ne sont pas mutuellement
indépendants.

4 Probabilité conditionelle

Définition : Soient (€2, .4, P) un espace probabilisé et A et B deux éveénements
de A tel que P(A) # 0. La probabilité de B sachant A, notée P(B/A), est
définie par :

P(AN B)

P(B/A) = =5 5

Théoreme :
1. P(B/A) =1— P(B/A).
2. P(B1UBy/A) = P(B1/A) + P(By/A) — P(By N By /A)

Remarque : Si A et B sont indépendants alors :

P(B/A) =~ Sf(Z)B )T (“]?(ZEB ) _ p(B).

Formule de probabilités composées :
Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé.

1. Casn=2:8Si A; et Ay sont 2 évenements tels que P(A;) # 0 alors :

P(A, N Ay) = P(A)P(As/A,).
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2. Casmn =3:8Si Ay, As et Az sont 3 évenements tels que P(A; N As) #0
alors :

P(Al N A2 N A3) = P(Al)P(Ag/Al)P(Ag/Al N AQ)

3. Casn =4:8Si Ay, Ay, Az et Ay sont 4 évenements tels que P(A; N Ay N
A3z) # 0 alors :

P(AINANANAL) = P(A1)P(As /A1) P(As/AiNA) P(Ay/AiNANAy).

Généralisation : n € N(n > 2).
Théoréme : Si A, As, ..., A, sont n évenements tels que : P(A1NA2N...N
A,1) #0.

P(A1NAsN---NA,) = P(A1)P(As/A1)P(As/A1NAy) ... P(A,/AiNAN- - NA,_1).

5 Formule de probabilités totales :

Systeme complet d’évenements : Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. On ap-
pelle systeme complet d’évenements de €2 toute famille finie ou dénombrable
(A;)ier d’éléments de A telle que :

1. Uie]Ai:Q
2. Pourtout i € I et j€laveci#j: A NA; =0

Théoréme des probabilités totales : Si (A;);c; est un systéme complet
d’événements de €2, de probabilités non nulles (P(A4;) # 0 pour tout i € I),
alors pour tout évenement B, de probabilité non nulle, on a

P(B)=P(BNQ) =P(BNUjcsA;) = Y P(BNA;) =Y P(B/A;)P(A)).

i€l iel

6 Formule de Bayes

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Si (A;);c; est un systéeme complet d’évenements
de €2 ,de probabilités non nulles, alors pour tout évenement B, de probabilité
non nulle (P(A;) # 0 pour tout ¢ € I), on a :

P(B/A,)P(A
Pour tout k € I, P(A/B) = ( /p(k;)( k:)
Si on utilise la formule de probabilités totales on obtient :
P(B/Ax)P(Ar)

P(Ay/B) == >, P(B/A)P(A)
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7 Exercices

Exercice 1

12 chevaux sont au départ d’une course. Combien y-a-t-il de tiercés possibles ?

Exercice 2

Un groupe de 3 mathématiciens et 7 économistes doit élire un comité représentatif
formé de 1 mathématicien et de 2 économistes. Quel est le nombre de résultats
possibles si :

1. Les 10 personnes sont éligibles.
2. Un des économiste est choisi d’office.

3. Un des mathématiciens n’est pas éligible.

Exercice 3
Quel est le nombre de groupes de 6 personnes que 1’on peut former avec 4
garcons et 6 filles si 'on veut qu’il contienne 2 garcons

1. exactement.

2. au moins.

3. au plus.

Exercice 4
On fait asseoir 6 personnes autour d’une table ronde. Combien y-a-t-il de
facons de les placer si

1. Les places sont numérotées .

2. Les places ne sont pas numérotées (autrement dit deux ”tablées” pour
lesquelles toutes les personnes ont les mémes voisins ne comptent que
pour une seule "fagon de placer”).

Exercice 5

On considere 'ensemble des as, rois, dames et valets d'un jeu de 52 cartes.
On tire une "main” c’est a dire 5 cartes simultanément. Quel est le nombre
de mains contenant :

1. au moins une dame ?
2. au moins une dame et un as?

3. exactement deux dames et un coeur ?
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4.

deux dames de la méme couleur (rouge ou noire) et deux rois de la
meéme couleur ?

Exercice 6

Un damier carré comporte quatre lignes et quatre colonnes. Ce damier est
placé dans une position fixe. On se propose de placer quatre jetons indiscer-
nables sur quatre cases différentes de ce damier. Quel est le nombre

1.

de dispositions possibles ?

2. de dispositions ou aucun jeton n’est placé sur une diagonale ?
3.
4

. de dispositions ou il y a exactement un jeton sur chaque ligne et chaque

de dispositions ou il y a un jeton sur une diagonale et deux sur 'autre ?

colonne ?

de dispositions ou aucune colonne ne contient exactement trois jetons ?

Exercice 7

1.

2.

Combien de mots peut-on écrire avec les lettres A,B,C,D,EF si :

(a) on peut utiliser plusieurs fois une méme lettre, et le mot écrit
comporte 6 lettres.

(b) on utilise chaque lettre une et une seule fois.

Un anagramme d’un mot est un mot formé avec les mémes lettres, mais
dans un ordre différent (par exemple Marie est un anagramme d’aimer).
Combien y-a-t-il d’anagramme du mot ANAGRAMME ?

Exercice 8

Calculer

1.
2.

2 im0 Cn
2ico(=1)'C,

Exercice 9

Dans un jeu de Tarot, on isole les 21 atouts numérotés de 1 a 21. On prend 3
atouts au hasard. En expliquant les calculs, déterminer la probabilité d’avoir :

1.
2.
3.

Au moins un numéro multiple de 5.
Un multiple de 5 et un multiple de 3 (exactement).
Le 1 ou le 21.
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Exercice 10

Pour le tournoi sportif annuel de 1’Aseco (association sportive des étudiants
d’économie), Annie et Gilles ont choisi la pétanque.

1. I1 y a 12 personnes réparties en 4 équipes de 3. Les équipes sont
numérotées 1, 2, 3, 4.
(a) Combien y a-t-il de possibilités différentes pour construire I’équipe
numéro 17

(b) Combien y a-t-il de possibilités différentes pour répartir les 12
personnes dans les 4 équipes?

(¢) Combien y a-t-il de possibilités différentes pour construire 1'équipe
numéro 1, Gilles et Annie étant dans cette équipe ?
(d) Combien y a-t-il de possibilités différentes d’affecter une équipe a
Gilles et une a Annie?
(e) Combien y a-t-il de possibilités différentes d’affecter la méme équipe
a Gilles et Annie?
2. Le tournoi se poursuivra par un jeu, dans lequel on attribue aux 3

membres de chaque équipe des roles différents. Modifier en conséquence
les réponses précédentes .

3. Gilles voudrait bien évaluer la probabilité qu’il a d’étre dans la méme
équipe qu’Annie. Quel univers envisager ? Quelle hypothese — indispen-
sable — peut-on formuler ? Sous cette hypothese, évaluer la probabilité
que Gilles et Annie soient dans la méme équipe. ( Certaines des ques-
tions précédentes peuvent vous aider, d’autres sont des fausses pistes...).

Exercice 11

6 personnes ( A,B,C,D,EF) munies de parapluies ( 1, 2, 3, 4, 5, 6) si sem-
blables qu’on ne peut les distinguer A 'oeil nu, dinent ensemble. Chacune
pose son parapluie A Dentrée, et repart avec un parapluie. Combien y a-
t-il de fagons différentes d’attribuer les parapluies aux convives? On veut
évaluer la probabilité que chaque personne reparte avec son parapluie. Quel
univers considérer 7 Quelle hypothese raisonnable peut-on faire ? Sous cette
hypothese, quelle est la probabilité que chaque personne reparte avec son
parapluie ?

Exercice 12

1. Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que
I’autre enfant soit un garcon ?
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2. Un autre voisin a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est
la probabilité que I’ainé soit un garcon ?

Exercice 13

Dans une ile déserte, un pirate enterre 2 sacs d’un trésor. Le sac en jute
contient 20 pieces d’or et 30 pieces d’argent.Le sac en cuir contient 20 pieces
d’or et 20 pieces d’argent. Bien plus tard, un aventurier trouve en creusant un
des deux sacs. Il I'ouvre et trouve une piece d’argent. Quelle est la probabilité
qu’il s’agisse du sac en cuir ?

Exercice 14

Une usine de pellicules dispose de 3 machines A,B et C qui fabriquent respec-
tivement 20,50 et 30% de la production totale. Sachant que les proportions
de pellicules défectueuses fabriquées par A B et C sont respectivement égale
a 0.06, 0.05 et 0.03, calculez :

1. la probabilité qu'une pellicule soit défectueuse.
2. la probabilité qu’une pellicule défectueuse provienne de la machine A.

3. la probabilité qu’une pellicule non défectueuse provienne de la machine

A.

Exercice 15

Annie est cinéphile.

- Lorsqu’elle va voir un film, avec une probabilité de 0,6 elle le choisit d’apres
les critiques de son journal habituel.

- Elle estime que dans ce cas, elle passe une bonne soirée avec une probabilité
de 0,85.

- Sinon elle passe une bonne soirée avec une probabilité de 0,75.

- Lorsqu’elle va voir un film avec des amis, elle passe un bonne soirée avec
une probabilité de 0,90.

- Lorsqu’elle y va seule, elle passe un bonne soirée avec une probabilité de
0,70 .

1. Aujourd’hui elle va voir un film. Quelle est la probabilité qu’elle passe
un bonne soirée ?

2. Lorsqu’elle va voir un film, quelle est la probabilité qu’elle y aille
avec des amis? ( en notant p cette probabilité, on pourra poser, puis
résoudre, une équation simple vérifiée par p)

3. Mardi dernier elle est allée voir un film, qu’elle a aimé. Quelle est la
probabilité qu’elle I’ait choisi en fonction des critiques ?
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Exercice 16
Un entraineur estime que son équipe a 2 chances sur 3 de gagner chaque
match. Calculer la probabilité :

1. que I'équipe ne gagne son premier match qu’a la 5eme journée.

2. que I’équipe ait gagné exactement 2 matchs au bout de 5 journées.

3. que I’équipe n’ait gagné aucun match au bout de 5 journées.

Exercice 17

3 chasseurs sont d’habiletés différentes : le premier touche sa cible avec une
chance sur deux, le deuxieme avec une chance sur trois, le troisieme avec une
chance sur quatre.

1. Un oiseau survient. Les trois chasseurs tirent en méme temps et de
maniere indépendante. L’oiseau va vite et les chasseurs ne peuvent tirer
qu’une seule fois chacun. Quelle est la probabilté que 'oiseau soit tué ?

2. Les chasseurs décident de changer tactique. Le premier tirera en pre-
mier, le second tirera ensuite si I'oiseau est encore en vie et de méme
pour le troisieme. Un deuxiéme oiseau survient...

(a) Quelle est la probabilité qu’il soit abattu par le troisieme chas-
seur ?

(b) Quelle est la probabilté que 'oiseau s’en sorte indemne ?

Exercice 18

Un match de tennis masculin au tournoi de Roland-Garros se déroule en 3
sets gagnants : les joueurs disputent des sets jusqu’a ce que I'un d’entre eux
en ait gagné trois. Celui-ci est alors déclaré vainqueur et le match se termine.
On parle aussi de matchs en 5 sets, car il y a au maximum 5 sets disputés.

1. Lors d’un match vous estimez que votre joueur favori a une probabilité
p (p étant un réel compris entre 0 et 1) de gagner chaque set. On sup-
posera les sets indépendants les uns des autres. Calculer la probabilité

(a) que votre joueur favori gagne en 3 sets
(b) que la partie dure 3 sets
(¢) que votre joueur favori gagne en 4 sets
(d) que la partie dure 4 sets.

2. Le match se termine en 4 sets. Quelle est la probabilité que votre joueur
favori 1'ait gagné? Commenter les casoup=1/2, p=0etp=1.
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3. On suppose maintenant que p = 1/2. Calculer
(a) la probabilité que la partie dure 5 sets
(b) la probabilité que votre joueur favori gagne en 5 sets

(c) espérance du nombre de sets disputés.

Exercice 19

1. Une urne A contient 5 boules indiscernables : 3 blanches et 2 noires.
On tire simmultanément 2 boules de 'urne. Calculer la probabilité de
tirer :

(a) exactement une boule blanche
(b) au moins une boule blanche
(¢) deux boules de méme couleur.

2. Une deuxieme urne B contient 2 boules blanches et 4 boules noires. On
choisit au hasard une des deux urnes (avec une probabilité de 0.5 pour
chaque) puis une boule dans cette urne.

(a) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

(b) On tire une boule blanche. Quelle est la probabilité qu’elle pro-
vienne de I'urne A7

3. On choisit au hasard une des deux urnes ( toujours avec une probabilité
de 0.5 pour chaque) puis deux boules dans cette urne.

(a) Calculer la probabilité de tirer deux boules noires.

(b) On tire deux boules noires. Quelle est la probabilité qu’elles pro-
viennent de 'urne A7

Exercice 20

Pour les besoins d’un jeu, un animateur doit répartir 61 enfants en 4 équipes,
une équipe de 16 (équipe 1) et 3 équipes de 15 (équipes 2, 3 et 4). La
répartition se fait au hasard. Pim, Pam et Poum voudraient étre dans la
méme équipe.

Définir un univers €2 adapté a ce probleme.

Quelle est la probabilité que Pim soit dans I’équipe 17

Quelle est la probabilité que les trois amis soient dans I’équipe 17

Quelle est la probabilité que les trois amis soient dans la méme équipe ?

ARl S

Finalement, ils se retouvent dans la méme équipe. Quelle est la proba-
bilité que ce soit I'équipe 17
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6. Supposons maintenant que Pim et Pam aient persuadé ’animateur de
les mettre dans la méme équipe . Quelle est alors la probabilité que
Poum soit dans une équipe différente ?

Exercice 21

Pour acheter un stock d’une certaine piece d’équipement, un industriel s’adresse
a deux fournisseurs A et B . Le fabriquant A fournit 75% des besoins de I'in-
dustriel et son pourcentage de pieces défectueuses est 1%. Le pourcentage
des pieces défectueuses fournit par B est de 2%. Le stock est constitué de
sacs contenant des pieces provenant du méme fournisseur. L’industriel prend
une piece au hasard dans son stock.

1. Quelle est la probabilité que la piece soit défectueuse ?

2. Dans le cas ou elle est bonne, quelle est la probabilité pour qu’elle
provienne du fournisseur A ?

3. L’industriel constate qu’elle est défectueuse et s’exclame : 7 Elle provient
probablement de B!” Quelle est le probabilité que ce jugement soit
valable 7

4. L’industriel tire au hasard une deuxieme piece du meéme sac. Elle est
de nouveau défectueuse. Notre industriel s’exclame : ”Cette fois-ci il
n’y plus aucun doute, ce sac provient de B!” Quelle est sa probabilité
d’erreur ?

Exercice 14

Le quinté + est un jeu de pari sur les courses hippiques. Pour jouer, il faut
choisir 5 chevaux parmi les partants, et les ranger dans un certain ordre.
Voici un extrait du site officiel du P.M.U. expliquant les différentes facons de
gagner au quinté + :

Rapport Ordre : Vous avez trouvé les 5 premiers chevaux de 'arrivée dans
I'ordre,

Rapport Désordre : Vous avez trouvé les 5 premiers chevaux de I'arrivée dans
le désordre,

Bonus 4 : Vous avez trouvé les 4 premiers chevaux de l'arrivée quel que soit
I'ordre,

Bonus 4 sur 5 : Vous avez trouvé 4 chevaux parmi les 5 premiers de l'arrivée
quel que soit I'ordre,

Bonus 3 : Vous avez trouvé les 3 premiers chevaux de l'arrivée quel que soit
I'ordre.
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En supposant que vous misiez au hasard sur une course comprenant 15
chevaux partants, calculer les probabilités de ces différentes facons de gagner,
en précisant bien 'univers envisagé.

Exercice 15

Un réalisateur espere que son film sera projeté lors d'un festival. Les films
sont sélectionnés de la maniere suivante : 2 jurys composés respectivement de
3 et 4 personnes sont chargés de visionner les films candidats. La moitié des
films sera jugée par le premier jury, I'autre moitié sera jugée par le second
jury. Chacun des membres du jury donne son avis (favorable ou défavorable)
et le film est sélectionné s’il recueille au moins 2 avis favorables.

Le réalisateur connait bien les membres des jurys. Il estime que dans le
premier un des membres a 30% de chances de donner un avis favorable, un
autre 40% et le dernier 50%. Dans le second jury ces mémes probabilités sont
de 50%, 60%, 60% et 80%.

1. Supposons dans un premier temps que le film passe devant le premier
jury.

(a) Quelle est la probabilité que le film ne recueille aucun avis favo-
rable ?

(b) Quelle est la probabilité que le film soit sélectionné ?

2. Supposons maintenant que les films soient répartis au hasard entre les
2 jurys. Quelle est la probabilité que le film soit sélectionné ?

3. Le réalisateur apprend avec joie que son film est retenu. Quelle est la
probabilité qu’il soit passé devant le premier jury ?
On prendra bien garde de rédiger et de justifier chaque réponse, et en parti-
culier de bien préciser les événements considérés.

Evercice 16

Les résultats d’une enquéte menée aupres d’une population, dont 52% sont
des femmes et 48% des hommes, montrent que 80% des femmes et 70% des
hommes de cette population interrogée jouent au moins une fois au Loto par
mois.

1. On choisit un individu au hasard dans cette population. Tous les choix
sont équiprobables.
a) Quelle est la probabilité que I'individu joue au moins une fois au
Loto par mois?
b) L’individu joue au moins une fois au Loto par mois. Quelle est la
probabilité qu’il soit un homme ?
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¢) Quelle est la probabilité que I'individu soit un homme sachant qu’il
joue moins d’'une fois par mois au Loto ?

2. On répete trois fois de maniere indépendante I'expérience de la question
1 ”choisir au hasard un individu de cette population”.
a) Quelle est la probabilité qu'un et un seul de ces 3 individus joue au
moins une fois au Loto par mois ?
b) Quelle est la probabilité qu’au moins un des trois individus joue au
moins une fois au Loto par mois ?

Exercice 17

On dispose de cinq crayons : un jaune, un rouge, un vert, un bleu et un
noir, et de trois boites pour les ranger. On suppose que les crayons sont
rangés completement au hasard, chaque boite pouvant contenir un ou plu-
sieurs crayons, ou encore rester vide.

1. Quel est le nombre de fagons de ranger les crayons dans les boites ?
2. Quelle est la probabilité de ranger tous les crayons dans la boite 17

3. Quelle est la probabilité de ranger tous les crayons dans une méme
boite ?



Chapitre 8

Variables aléatoires réelles

Dans tout ce chapitre (2, .4, P) désigne un espace probabilisé.

1 Définition et notation :

Définition 1.1 On appelle Variable Aléatoire Réelle, que l'on abrége par
V.A.R., définie sur (2, A), toute application, notée en général X, de Q a
valeurs dans R qui a w € Q associe X (w) € R vérifiant la condition suivante :
quelque soit I un intervalle de R, on a :

X)) ={weQ tel que X(w) € I} € A.

Pour alléger les écritures : Si X est une V.A.R. définie sur (£2,.4), on note
par :

e X =a au lieu de X(w) = a.

e (a < X <)) au lieu de I'événement : X~ !(Ja,b]) = {w € Q tel que a <
X(w) < b}

e (X <) au lieu de 'évenement : X (] — oo, z]) = {w € Q tel que X (w) <
e (X = ) au lieu de I'évenement : X ' ({z}) = {w € Q tel que X (w) = z}.
Ensemble des valeurs prises par une V.A.R. : Soit X une V.A.R.
définie sur (€2,.4) on pose

X(Q) = {X(w) € R tel que w € Q}
L’ensemble X (£2) est appelé I'ensemble des valeurs susceptibles (possibles)

d’étre prises par la V.A.R. X.
80
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2 Opérations sur les variables aléatoires réelles

Si X et Y sont deux V.A.R définies sur I'espace probabilisé (€2, A, P) alors :
e X +Y est une V.A.R définie sur I'espace probabilisé (€2, 4, P).

e X — Y est une V.A.R définie sur I'espace probabilisé (€2, .4, P).

e Pour tout a € R, aX est une V.A.R définie sur I’espace probabilisé
(2, A, P).

e XY est une V.A.R définie sur I'espace probabilisé ({2, A, P).

e X/Y est une V.A.R définie sur l'espace probabilisé (€2, A, P).

e f(X) est une V.A.R définie sur (92,4, P), ou f est une fonction définie sur
X(9).

e f(X,Y) est une V.A.R deéfinie sur (2,4, P), ou f est une fonction définie
sur X (92) x Y(Q).

e max(X,Y) = sup(X,Y) est une V.A.R définie sur ’espace probabilisé
(2, A, P).

e min(X,Y) = inf(X,Y) est une V.A.R définie sur I'espace probabilisé
(2, A, P).

3 Fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle

Définition 3.1 Soit X une V.A.R. définie sur (Q, A, P), la fonction de
répartition de X est la fonction notée en général par Fx et définie sur R
par :

pour tout x € R,  Fx(x) = P(X <x).

Propriétés : Si X est une V.A.R. de fonction de répartition Fx alors :
— Pour tout z € R, 0 < F(x) < 1.
- lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1.
T——00 T—>+00
— Fx est continue a droite en tout point de R.
— La fonction F'y est croissante sur R.

— Pour tous réels a et b tels que a < b on a :

Pa < X <b) = Fy(b) — Fx(a).

4 Différents types de variables aléatoires réelles

On distingue trois types de V.A.R. selon la nature de ’ensemble X (£2).
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1. Si X(€) est un ensemble fini alors la V.A.R. X est dite discrete finie.

2. Si X(Q) est un ensemble infini dénombrable alors la V.A.R. X est dite
discrete infinie.

3. Si X(€2) est un ensemble infini non dénombrable alors la V.A.R. X est
dite continue ou a densité.



Chapitre 9

Variables aléatoires réelles
discretes finies

1 Loi de probabilité d’'une V.A.R. discrete fi-
nie

Définition 1.1 Soit X une V.A.R. discréte finie telle que X (2) = {x1, xo, . ..

avec ry < Ty < -+ - < x,. L'ensemble {(x;, P(X = x;)) tel que i =1,2,...,n}
est appelé la loi de probabilité de la V.A.R. X.

Dans la pratique :

Pour déterminer la loi de probabilité d’'une V.A.R. discrete finie X, on com-
mence par déterminer X ({2) lensemble de toutes les valeurs susceptibles
d’étre prises par X. Puis on détermine les probabilités en ces valeurs. Lorsque
le nombre des éléments de X (€2) n’est pas trés grand, la loi de probabilité de
X peut étre présentée sous forme du tableau suivant :

1 i) e Tn
P(X=m) | P(X=m)|... | P(X=u2,) | Z P(X=2;) =1
i=1
Théoréme :

L’ensemble {(x;, P(X = z;)) tel que i = 1,2,...,n} est la loi de probabilité
d’une V.A.R. discrete finie X, si et seulement si, les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

1. quel que soit i =1,2,...,n, P(X =z;) > 0.
2. PX=uz)=PX=21)+PX=x9)+ -+ PX =2z, =1
i=1

83
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2 Fonction de répartition d’une V.A.R. discrete
finie
Soit X une V.A.R. discrete finie de loi de probabilité {(x;, P(X = z;)) tel que i =

1,2,...,n} avec 1 < 29 < --- < x, alors sa fonction de répartition Fy est
donnée par :

Fx(z) =0, si T <1,

Fx(z)= > P(X =) pour tout i=1,2,....,n-1 et x € [z;, 7;41],
k=1

Fx(x)=1 six >z,

Détermination de la loi de probabilité d’'une V.A.R. discrete finie connaissant
sa fonction de répartition : Si X est une V.A.R. discrete finie telle que X (§2) =
{z1,29,...,2,} avec 1 < 3 < -+- < x, et Fx sa fonction de répartition
alors :

P(X = I1> = Fx(l‘l) et
P(X = ;) = Fx(x;) — Fx(z;-1) pour tout i =2,3,...,n.

3 Loi d’une fonction de V.A.R. discrete finie

Soient X une V.A.R. discrete finie de loi de probabilité {(z;, P(X = z;)) tel que i =
1,...,n} et g une fonction définie sur X (Q) = {z1,zs,...,2,}. On pose

Y = g(X).
Alors Y est une V.A.R. discrete finie dont la loi est donnée par :

{ Y(Q) =g(X(2)) ={g(z;) tel que i =1,2,...,n} ={y1,92,...,Ym avec m < n}.

pour tout j =1,2,...,m, P =y,)= Zx tel que y;—g(es) P(X = ;).

4 Moments d’une V.A.R. discrete finie

4.1 Espérance mathématique

Soit X une V.A.R. discréte finie de loi de probabilité : {(z;, P(X = x;)) tel que ¢ =
1,2,...n}. L’espérance mathématique de X notée E(X), est définie par

E(X) = Zx P(X = ;).

Propriétés : Pour tous X et Y deux V.A.R. discretes finies et a et b deux
réels on a :
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P 1. E(a) =a

P2 E(X+Y)=EX)+E®Y)

P 3. E(a.X) = a.E(X)

P 4. Conséquence : E(a.X +b) = a.E(X) +b

P 5. Plus généralement E(>"" | o, X;) = >0 oy E(X;).

Espérance d’une fonction de V.A.R. X discrete finie :

Soient X une V.A.R. discrete finie de loi de probabilité {(z;, P(X = z;)) tel que i =
1,2,...,n} et g une fonction définie sur X (Q) = {x, z9, ..., x,}. L’espérance
mathématique de g(X), notée E(g(X)), est donnée par :

E(9(X)) = Zg(xi)P(X = 1)

En particulier : E(X?) ="  2? P(X = z;)

=1 "1

Définition 4.1 (V.A.R. centrée) 1. Si E(X) = 0 alors la V.A.R. X

est dite une V.A.R. centrée.

2. Si X une V.A.R. quelconque, alors, X — E(X) est appelée la V.A.R.
centrée associée a X (car E[X —E(X)] =0).

4.2 Variance

Définition 4.2 Soit X une V.A.R. discréte finie, la variance de X, notée
Var(X), est définie par :

Var(X) = E[(X — E(X))’] = E(X?) - (E(X))"

Propriétés Pour toute X une V.A.R. discrete finie et a, b deux réels on a :
P 1 Var(a)=0

P 2. Var(aX) = a*Var(X)

P 3. Conséquence : Var(aX + b) = a*Var(X)

4.3 Ecart-type
Définition 4.3 Soit X une V.A.R. discrete finie ’écart-type de X, noté

o(X), est défini par :
o(X)=+Var(X)

Propriétés Pour toute X une V.A.R. discrete finie et a, b deux réels on a :
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P1 o(a)=0
P 2. o(aX) = |alo(X)
P 3. Conséquence : o(a.X + b) = |a|o(X)

Définition 4.4 (V.A.R. réduite) Si Var(X) =1 alors la V.A.R. X est

X —E(X
dite réduite et si o(X) # 0, la V.A.R. ﬁ est appelée V.A.R. centrée
o
réduite associée a X (car E (%) =0 et Var <%)§)X)) =1).

4.4 Moment d’ordre k&

Définition 4.5 Soient k un entier naturel non nul et X une V.A.R. discrete
finie. Le moment d’ordre k de X, noté My(X), est défini par :

Mp(X) =E(X*) =) (2)'P(X = x)).

=1

5 Couples de variables aléatoires réelles discretes
finies

5.1 Loi conjointe d’un couple de V.A.R.

Définition 5.1 Soient X etY deux V.A.R. discrétes finies telle que X (2) =
{Z1,29, ...} avec 1 < X9 < -+ < xn, Y(Q) = {y1,y2,...,Ym} avec
Y1 < yYs < -0 < Yy et pour tousi = 1,2,....netj=12....m, P(X =
;) N(Y =vy;)) = pij. L'ensemble {((z;,y;),pi;) tel que i =1,2,...,n et j =
1,2,...,m} est appelé la loi conjointe de X et'Y ou encore la loi du couple

(X,Y).

Dans la pratique pour obtenir la loi conjointe de deux V.A.R. discretes finies
X et Y, on commence par déterminer :

i. X(Q) 'ensemble de toutes les valeurs susceptibles d’étre prises par X.

ii. Y () I'ensemble de toutes les valeurs susceptibles d’étre prises par Y.

iii. Pour tout z; € X(Q) et y; € Y(€2), la probabilité d’avoir a la fois
(X =x;) et (Y =y;) c'est a dire P(X =z;) N (Y =vy;)) = pij-

Si le nombre n des éléments de X (£2) et le nombre m des éléments de Y (2)

ne sont pas tres grands, la loi conjointe de X et Y peut étre présentée sous
la forme d’un tableau a double entrée suivant :
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7 Fonction de répartition conjointe

XY o [ [ [y [ gm |
T P11 | P12 DP1j Pim
T2 P21 | P22 D2j Pom
T Di1 | Pi2 Dij DPim
Tn, Pn1 | Pn2 Dnj DPrm
pij =1
1<i<n,1<j<m

Théoréme : L'ensemble {((x;,y;),pi;) tel que i =1,2,...,net j=1,2,...,m}
est la loi conjointe de deux V.A.R. discretes finies X et Y ou la loi du couple
(X,Y) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : pour
tout: =1,2,... ,net pourtout j=1,2,..., mon a:

P((X =z:) N (y = yj)) =

-

n

2.

=1

6 Fonction de répartition conjointe

Définition 6.1 On appelle fonction de répartition conjointe de deux V.A.R.
X etY, la fonction, notée en général Fixy), définie sur R2, par :

pour tout (x,y) € R?,

Fi)(,y) = P(X < 2)n (Y <p)).

Dans le cas ou X et Y sont deux V.A.R. discretes finies de loi conjointe donnée
Lnetj =1,2...,m}, la
fonction de répartition conjointe Fixy) de X et Y est donnée par :

par ensemble {((x;,y;),pi;) tel que j = 1,2,..

pour tout (z,y) € R?,

F(X,Y) (LL’, y) =

7 Lois marginales

i t.q. =<z

j t.q. y<y

> > P((X =xz)n(Y

Définition 7.1 La loi de probabilité de la V.A.R. X (resp. Y ) obtenue a
partir de la loi du couple (X,Y) est appelée la loi marginale de X (resp. de

Y).

Yj))-
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Détermination des lois marginales : Soient X et Y deux V.A.R. discretes
finies de loi conjointe {((z;,y;),pi;) tel que j =1,2,... ., net j=1,2,...,m}.
e Loi marginale de X :

X(Q) ={x1,29,...,2,}

pour tout i =1,2,...,n, P(X=uz;)=> P(X=2)NY =y;)) =D pij
j=1

En effet, pour tout : = 1,2,..., =
P(X = @) N (UM (Y = 4)) = PUR, (X =2) N (Y = 35))) (deux &
deux disjoints)

e Loi marginale de Y :

X)) ={y1, 92, -, T}
pour tout j =1,2,...,m, PY =z;)=>Y P(X=x)NY =y;)) =D pij
; i=1

En effet, pour tout j =1,2,...,m, P(Y =y;) = P(X e R)N (Y =y;)) =
P(UL (X = 2:))N(Y = y;)) = P(UL '
disjoints).

Remarque :

Lorsque la loi conjointe de X et Y est présentée sous forme d’un tableau ou
p;.j figure sur la i—eme ligne et la j—eéme colonne alors : P(X = x;) est égale
a la somme des éléments de la i—eme ligne et P(Y = y;) est égale a la somme
des éléments de la j—eme colonne.

On complete le tableau des p; ; par une colonne supplémentaire ou figure la
loi marginale de X et un ligne supplémentaire ou figure la loi marginale de
Y.

8 Indépendance de deux variables aléatoires
discretes finies

Définition 8.1 Soient X et Y deuxr V.A.R. discrétes finies définies sur
X(2) et Y(R2). Les V.A.R. X etY sont dites indépendants, si et seulement
St,

pour tout (xz,y) € X(Q)xY(Q), P(X =z)NY =y))=P(X =x)P(Y =y).
Lorsque X et Y sont définies par la loi conjointe {((x;,y;),pi;) tel que i =

1,2,...,netj=1,2,... ,m}alorsles V.A.R. X et Y sont dites indépendants,
si et seulement si, pour tout ¢ =1,2,...,net j=1,2,...,m;

pij=P(X =z)N(y=1y;)) = P(X =2)P(Y = y;).
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La loi conjointe = le produit des lois marginales

Conséquence : Les V.A.R. X et Y ne sont pas indépendantes, si et seule-
ment si, il existe ig € {1,2,...,n} et jo € {1,2,...,m} tel que

P(X = 2i0) N (Y = y5)) # P(X = 23)P(Y = o).

Un contre exemple suffit pour montrer que deux V.A.R. ne sont pas indépendantes.

Théoréme : Si X et Y sont deux V.A.R. indépendantes alors toute V.A.R
f(X) fonction de X et toute V.A.R. g(Y') fonction de Y sont indépendantes.

9 Indépendance d’une suite finie ou infinie de
V.A.R. discretes finies :

Définition 9.1 Lesk V.A.R. discretes finies X1, Xo, ..., Xy sont dites indépendantes,

si et seulement si, pour tout (x1,xa, ..., xk) € (X1(Q2) X Xa(2) X - - - X Xi(2))

(Yo =) =TT L3 = ),

i=1
Indépendance mutuelle : La suite (X;)er) ot I est une partie finie ot

infinie de N, de V.A.R. discretes finies est dite mutuellement indépendante,
si et seulement si, pour tout J C I, J fini la suite (X;) (e est indépendante.

Indépendance deux a deux : La suite (X;)uer) ol I est une partie finie
ou infinie de N, de V.A.R. discretes finies est dite deux a deux indépendantes,
si et seulement si, pour tout ¢ € [ et j € I avec (i # j),

P(X; =x)N(X; =) = P(X =2;) P(X = x;).

Remarque : L’indépendance mutuelle implique I'indépendance deux a deux.
(La réciproque n’est pas en général vraie).

10 Lois conditionelles

Définition 10.1 Soient X une V.A.R. discréte finie telle que X () = {x1, 2o, . ..
et A un évenement de probabilité non nulle. La loi de X sachant A est définie
par l'ensemble suivant {(x;, P(X = x;/A)) tel quei=1,2,...,n} ou
P((X =z;,)NA)

P(A)

P(X = 2;/A) =
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Cas particulier : Si Y est une autre V.A.R. telle que Y(2) = {1, y2, . - -, Um }
alors pour tout y; € Y () tel que P(Y = y;) # 0, laloi de X sachant (Y = y;)
est définie par ’ensemble suivant :

{(z;, P(X =2;/Y =y;)) tel que i =1,2,...,n} ou

P((X =2) 0 (Y =)

PXi=x;)Y =y;) = P(Y =y;)

Remarque : on définit de méme la loi de Y sachant X.
Si X et Y sont indépendantes alors la loi de X sachant Y est la loi de X.

11 Loi de probabilité d’une fonction de deux
V.A.R. discretes finies

Soient X et Y deux V.A.R. discretes finies et g une fonction de deux variables
réelles définie sur X (2) x Y(Q2). On pose Z = g(X,Y), Z est une V.A.R.
discrete finie. La loi de probabilité de Z :

Z(Q) ={g(z,y) tel que z € X(Q) et y € Y(Q)}
pour tout z € Z(Q) : P(Z = z) = ) > P(X =z)n(Y =y))
(zy) T Q. glzy)=2

Remarque : Pour déterminer la loi de Z = ¢g(X,Y’) il faut connaitre la loi
conjointe de X et Y.
Lorsque X et Y sont indépendantes on a :

pour tout z € Z(Q) : P(Z = z) = > P(X =z)P(Y =y)).

z,y tel que g(z,y)==z

11.1 Loi de la somme de deux V.A.R.

La loi de la somme de deux V.A.R. X et Y discretes finies : il suffit de prendre
le cas particulier

g(z,y) = +y.
Loi de probabilité de Z = X + Y est donnée par :
Z(Q)={x+ytel que x € X(2) et y € Y(Q)} et pour tout z € Z(Q) :

P(Z=2)=P(X+Y=2)= tz P(X=x)n(Y =y))
(z,y) T. q. zt+y==
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Lorsque X et Y sont indépendantes alors :
pour tout z € Z(Q) : P(Z =2) = P(X+Y =2)
= > P(X =xz)P(Y =y).

(z,y) t. q. z+y=z

12 Lois du maximum et du minimum

e Loi du maximum ou du sup : On considere X et Y deux V.A.R. discretes
finies et on pose : M = max(X,Y) ou sup(X,Y). M est une V.A.R. discrete
finie. L’ensemble des valeurs prises par M :
M(Q) = {max(z,y) tel que x € X(Q) et y € Y(Q)}.
Pour la détermination de la loi de probabilité de M on peut utiliser le résultat
suivant : Si M = max(X,Y’) alors pour tout ¢ € R on a :
(M<t)=(X<t)n(Y <.
e Loi du minimum ou de inf : On considere X et Y deux V.A.R. discretes
finies et on pose : N = min(X,Y) ou inf(X,Y), N est une V.A.R. discrete
finie. L’ensemble des valeurs prises par N :
N(Q) = {min(z,y) tel que z € X(Q) et y € Y(Q)}.
Pour la détermination de la loi de probabilité de N on peut utiliser le résultat
suivant : Si N = min(X,Y") alors pour tout t € R on a :
(N>t =(X>t)n(Y >1t).
Remarque min(X,Y) + max(X,Y) = X + Y.

13 Espérances de fonctions de deux V.A.R.
discretes & covariance

Définition 13.1 Soient X etY deux V.A.R. discrétes finies de loi conjointe
définie par Uensemble {((x;,y;), P([X = x]N[Y =y,])) tel que i =1,2,....n
et j=1,2,...,m} et g une fonction de deuzx variables définie sur X (£2) x

Y (Q). Lespérance de g(X,Y), notée par E(g(X,Y)) est donnée par :

E(g(X,Y)) = Z (Zg(xi,yj)P((X =z;)N (Y = yj)))

— (Z 9(zi,y) ) P(X =z;) N (Y = yj))) .

7j=1 1=
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Cas particulier : g(z,y) =z y

E(XY) = i

Théoréme : Siles V.A.R. X et Y sont indépendantes alors
E(XY) = E(X)E(Y).
(La réciproque n’est pas en général vraie).
SiE(XY)=E(X)E(Y) alors on ne peut rien dire sur l'indépendance de X

et Y.
SIE(XY) #E(X)E(Y) alors X et Y ne sont pas indépendantes.

Définition 13.2 (Covariance) Soient X etY deuz V.A.R. discrétes finies.
La covariance de X et'Y, notée Cov(X,Y), est donnée par :

Coo(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY))]=EXY)-E(X)E(Y).
Conséquence : Siles V.A.R. X et Y sont indépendantes alors
Cov(X,Y)=0.
(La réciproque n’est pas en général vraie).
Si Cov(X,Y) = 0 alors on ne peut rien dire sur l'indépendance de X et Y.

Si Cov(X,Y) # 0 alors X et Y ne sont pas indépendantes.

Propriétés : Si X, Y et Z sont trois V.A.R. discretes finies et a,b,c et d
des réels.

P 1. Cou(Y,X)=Cov(X,Y)

P 2. v(X, ) = Var(X)

P 3. Cov(X,a) =Cov(a,X)=0

P4 Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)

P5 Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)
P 6. Conséquence : Cov(a X +b,cY +d) =a Cov(X,Y)
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Théoréme : Pour tous X et Y deux V.A.R. discretes finies on a :

Var(X +Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cou(X,Y),
Var(X =Y) = Var(X)+Var(Y)—2Cov(X,Y).

Plus généralement :

Var(iXi):iVar(Xi)—i-Q > Cov(X, X;).

1<i<j<n

Remarques :

Si X et Y sont indépendantes alors : Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y).

Si X et Y sont indépendantes alors : Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y).
Plus généralement : Si (X;)i<;<, est une famille de n V.A.R. deux a deux
indépendantes alors :

Var(z X;) = Z Var(X;)

14 Coeflicient de corrélation linéaire

Définition 14.1 Soient X et Y deux V.A.R. discrétes finies d’écart-types
o(X) et o(Y) non nuls. Le coefficient de corrélation linéaire de X et'Y, noté
p(X,Y), est le nombre réel défini par :
Cov(X,Y Cov(X,Y
. (XY) _ Cox.y)

VVar(X)Var(Y) o(X)a(Y)
Propriétés : Pour tous X et Y deux V.A.R. discretes finies et a, b, c et d
des réels tels que a est non nul on a :
P1 p(X,X) =1
P2 plaX +b,cY +d) =ep(X,Y)one= % = +1.
P 3. On a toujours —1 < p(X,Y) < 1.
P 4. Si X et Y indépendantes alors p(X,Y) = 0.
P 5. Sip(X,Y) = +1, alors il existe deux réels «v et 3 tel que Y = aX + 5.

15 Lois discrétes finies usuelles

15.1 Loi uniforme

Définition 15.1 Une wvariable aléatoire rélle X suit une loi uniforme sur
[1,n] si:
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1. X(Q)=[1,n] ={1,2...,n}
2. pour tout k € [1,n], P(X =k) = +.
On note X ~ U([1,n]).

Moments La moyenne et la variance de X sont données par :

n+1 n?—1
E(X) = 5 Var(X) = THR

Exemple On jette un dé régulier, soit X = le numéro apparaissant sur le
dé. Alors X suit une loi uniforme de probabilité ¢ sur [1,n].
Eléments de calcul pour ’espérance et la variance :
. 1 g D(2n+1
Zi:n(n%— )7 Z@,Q:n(n—l— )(2n + 1)
2 6

=1 i=1

15.2 Loi Bernoulli

Définition 15.2 Une variable aléatoire rélle X suit une loi de Bernoulli de
parametre p €]0, 1] si :

1. X(©2) ={0,1}

2. P(X=1)=petP(X=0)=1-p.
On note X ~~ B(p).

Moments La moyenne et la variance de X sont données par :
E(X)=p, Var(X)=p(l-p).

On appelle épreuve de Bernoulli de parametre p, toute épreuve dont l’issue
ne présente que deux éventualités incompatibles, I'une que l'on appellera
"succes” de probabilité p et I'autre que 'on appellera ”échec” de probabilité

g=1-p.

15.3 Loi binomiale

On considere n (n € N) épreuves de Bernoulli telles que :

— deux épreuves différentes sont indépendantes.

— p et ¢ restent constants lors des n épreuves.
On pose X =Le nombre de succes obtenus apres la réalisation des n épreuves
de Bernoulli de parametre p. X est une V.A.R. discrete finie dont la loi de
probabilité est donnée par :
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1. X(Q)={0,1,...,n}
2. pour tout k € {0,1,...,n} P(X =k) = CrpF(1 — p)"*.
La V.A.R. discrete finie X ainsi définie est dite une Binomiale de parametres

n et p. On note alors : X ~» B(n,p).
Moments La moyenne et la variance de X sont données par :

E(X)=np, Var(X)=np(1—p).

Remarque La somme de deux lois binomiales indépendantes de méme pro-
babilité p et une binomiale de prametres n + m et p. Si X ~» B(n,p) et
Y ~» B(m,p) deux V.A.R. indépendantes alors X +Y ~» B(n + m, p).

15.4 Loi hypergéométrique

On tire, sans remise, un échantillon de n boules d’une urne contenant N
boules, dont S boules blanches et N — S boules noires. L’urne contient donc
une proportion p = % (S = Np) de boules blanches et %q =1—-p=gq
proportion de boules noires. On pose X ="Le nombre de boules blanches
tirées dans 1’échantillon des n boules tirées”. La V.A.R. discrete X ne suit
pas une loi binomiale, la condition de I'indépendance des épreuves répétées
n’étant pas respecté, on dit alors que X suit une loi hypergéométrique de
parametres N, n et p et on écrit X ~» H(N,n,p). La loi de probabilité de X
est donnée par :

LX) ={r,r+1,...,s} our =max(0,n—N+Np) et s = min(Np,n).

2. pour tout k € {r,r+1,...,s} P(X =k) = C']’i,pC]T\L,i’jvp.

Remarque : La loi hypergéométrique fait intervenir deux parametres de
taille : celui de I’échantillon n et celui de la population de référence N. La loi
Hypergéométrique s’applique donc a la répétition d’une expérience présentant
les caracteres suivants : L’épreuve ne donne lieu qu’a deux éventualités in-
compatibles et les épreuves répétées ne sont pas indépendantes.

Moments
N —n

N -1

E(X) =np, Var(X) = np(1 —p).

16 Exercices

Exercice 1

Une famille de dauphins est composée de 5 femelles et 3 males. On choisit
au hasard dans cette famille un groupe de 3 animaux, et on appelle Y la
variable aléatoire ”Nombre de femelles choisie”. Déterminer la loi de Y, son
espérance et sa variance.
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Exercice 2

Une urne contient six boules indiscernables : deux vertes et quatre rouges.
On tire simultanément trois boules de I'urne. Soit X la v.a. qui associe a
chaque tirage le nombre de boules vertes obtenues.

1. Déterminer la loi de probabilité de X, calculer son espérance et sa
variance et tracer le graphe de sa fonction de répartition.

2. On vous propose un jeu : une partie cotite 1 dinar et vous pouvez gagner
2 fois le nombre de boules vertes tirées. On définit une nouvelle variable
G : gain obtenu. Est-il vraiment intéressant de jouer ?

3. Reprendre la question 1) mais en faisant un tirage avec remise.

Exercice 3

Soit X la variable aléatoire représentant la somme de deux dés non pipés.
1. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
2. Calculer la probabilité des événements (X < 4) et (2 < X < 8).

3. On pose Y = 2X + 3. Trouver 'espérance et la variance de Y.

Exercice 4

Une personne effectue trois trajets en train par semaine, le prix est de 8
euros en premiere classe et de 6 euros en seconde. Notre voyageur fraude
systématiquement en achetant un billet de seconde mais en voyageant en
premiere. Sur chaque trajet, il se fait controler avec une probabilité 1/10 et
I’amende en cas de fraude est de 30 euros.

1. Soit N le nombre de fois que le voyageur se fait controler. Donner E(N)

et VAR(N).

2. Donner en fonction de N les gains hebdomadaires de notre voyageur.

3. En moyenne est-il rentable pour le voyageur de frauder systématiquement ?

Exercice 5

Soit a un entier strictement positif et X une variable aléatoire telle que
Qx ={1,2,...,10a} et pour tout k dans {2x on ait :

1 1
P(X=k)=—-——.
( ) a 10
1. Trouver a tel que X suive bien une loi de probabilité.

2. Calculer I'espérance et la variance de X.
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Exercice 6

Un couple décide d’arréter les naissances de ses enfants au premier gargon
ou, a défaut, au cinquieme enfant. On admet qu’a chaque naissance la pro-
babilité d’avoir un gargon est p et que les sexes des différents enfants sont
des évenements indépendants. Quelle est I'espérance du nombre de garcons ?
Du nombre de filles? Du nombre d’enfants ?

Exercice 7

1. Un tiroir contient 3 chaussettes rouges et 2 chaussettes vertes.

(a) On prend au hasard 2 chaussettes dans ce tiroir. Soit X le nombre
de chaussettes vertes sorties du tiroir. Donner la loi, I'espérance
et la variance de X.

(b) On prend des chaussettes dans le tiroir, jusqu’a trouver une chaus-
sette verte. Soit Y le nombre de chaussettes qu’il a fallu sortir.
Donner la loi et I’espérance de Y.

2. Mémes questions, mais les tirages s’effectuent avec remise (autrement
dit, on choisit une premiere chaussette, puis on la remet dans le tiroir,
et on renouvelle 'opération).

Exercice 8

Pour faire la promotion d’un paquet de céréales, le fabricant offre des petites
figurines en plastique a collectionner. La moitié des paquets commercialisés en
contiennent. Parmi ces paquets 14, 70% contiennent exactement une figurine,
30% en contiennent deux.

1. En achetant un paquet quelle est la probabilité de gagner exactement
une figurine ?

2. Vous achetez un paquet, soit X le nombre de figurines trouvées dans
le paquet. Trouver la loi de X, son espérance et sa variance.

3. Vous achetez deux paquets, soit Y le nombre de figurines trouvées
au total dans les 2 paquets. Trouver 'espérance et la variance de Y
sans calculer sa loi (on pourra exprimer Y comme somme de deux va-
riables aléatoires X et Xy, puis utiliser la linéarité de I'espérance).

4. Trouver la loi de Y, et vérifier la réponse a la question précédente.

5. Votre petit cousin a deux figurines de ce genre. Ces parents ont acheté
deux paquets. Quelle est la probabilité que les deux figurines pro-
viennent du méme paquet ?
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6. Votre autre petit cousin veut absolument une figurine. En moyenne,
combien faut-il acheter de paquets? (on demande une argumentation
mathématique)

Exercice 9

Huit composants éléctroniques sont mis en sérvice simultanement la pro-
babilité pour que I'un quelconque d’entre eux soit encore en fonctionnement
au bout d’un an est 0.7

1. Quelle est la probabilité pour qu’au bout d'un an il y ait encore 4
composants en fonctionnement ? au moins 4 7

2. Sachant qu’il y a au moins 4 composants en fonctionnement, quelle est
la probabilité qu’il y ait au plus 67

Exercice 10

Un concéssionnaire de voiture vend le méme jour 5 voitures identiques a des
particuliers. Sachant que la probabilité pour que ce type de voiture soit en
état de rouler 2 ans pres est 0.8. Calculer la probabilité pour que

1. Les 5 voitures soient en service 2 années plus tard.

2. Les 5 voitures soient hors service 2 années plus tard.

3. que 3 voitures soient hors service 2 années plus tard.

Exercice 11

Un tireur ayant a sa disposition 4 cartouches, tire sur une cible. La probabilité
d’atteindre le but lors de chaque coup est de 0.6. On note par X = "nombre
de cartouches restantes”

Déterminer la loi de probabilité de la VAR X.

Exercice 12

Un lapin met au monde une portée de 9 laperaux, comprenant 2 noirs, 3
blancs et 4 tachetés. 6 laperaux s’échappent. On suppose que chaque laperau
a la méme envie et la méme possibilité de s’échapper. Soit X la VAR qui a
chaque groupe de 6 laperaux échappés, associe le nombre de laperaux blancs
qui en font partie. Trouver la loi de probabilité de X.

Exercice 13

Soient X et ¥ deux VAR indépendantes de loi binomiale B(n,1). Calculer
P(X+Y =n).
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Exercice 14

Soit X une loi Binomiale B(n,p). Si E(X) = 12.75 et Var(X). Quelle sont
les valeurs respectives de n et p.

Exercice 15

Chaque fois on réalise une épreuve de Bernouilli, on a une probabilité de 0.1
d’obtenir un succés. Combien de fois doit-on réaliser cette épreuve si on veut
que la probabilité d’otenir au moins un succés au cours de ces essais soit
supérieur a 1/27

Exercice 16

Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires. On tire les boules une
a une sans les remettre jusqu’a ce qu’il ne reste que des boules d'une seule

couleur dans 'urne. Soit X le nombre de tirages nécéssaires. Déterminer la
loi de probabilité de X.

Exercice 17

Une urne contient une boule rouge, 2 boules noires et 3 boules jaunes. On
effectue des tirages succéssifs jusqu’a ce qu’il ne reste plus dans 1'urne que
des boules de deux couleurs différentes. Soit X la VAR ”le nombre de tirages
efféctués”. Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance et
sa variance.

Exercice 18

Un livre contient 4 erreus lors d'une relecture la probabilité qu'une erreur
donné soit corrigée est 0.3. Calculer le nombre minimal de relectures nécéssaires
pour que la probabilité que toutes les erreurs soient corrigées soit supérieure
ou égale a 0.95.

Exercice 19

1. Soit X une VAR discete et finie et prenant les valeurs 3, 4, 5 et 6.
Déterminer la loi de probabilité de la VAR X sachant que

P(X<5):é P(X>5):% P(X =3) = P(X = 4)

Calculer E(X) et Var(X).
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2. Soit Y une VAR discete et finie et prenant les valeurs 3, 4, 5 et 6 avec les
probabilités respectives 0.1, 0.2, 0.1, 0.3, 0.1, 0.2 et on note Z = X +Y.
Déterminer la loi de probabilité de la VAR Z si I'on suppose que X et
Y sont indépendantes.

Exercice 20

Soient X et Y deux VAR indépendantes de loi binomiale B(2, %) Déterminer
la loi de probabilité de la VAR Z = /| X2 — Y?| et calculer E(Z).

Exercice 21

Soit X une VAR a valeur dans {0, 1, 2, 3} N telle que

Déterminer la loi de la VAR Y = 3X2X°,

Exercice 22

On dispose de 4 boites numérotées de 0 a 3. La boite numéro 3 contient
3 boules blanches, la boite numéro 2 2 boules blanches et 1 boule noire, la
boite numéro 1 1 boule blanche et 2 boules noires et la boite numéro 0 3
boules noires. On choisit une boite au hasard et 2 boules dans cette boite.
Soit X le numéro de la boite tirée et Y le nombre de boules blanches tirées.
Trouver la loi de (X, Y), puis celle de Y. Quel sera le signe de la covariance
entre X et Y 7 (on demande un raisonnement et non un calcul)

Exercice 23

Un sac contient sept jetons indiscernables au toucher, portant les numéros
suivants : 0,1,1,1,2,2,3. On extrait sans remise deux jetons I'un a la suite de
I’autre. On note X le résultat du premier tirage et Y le résultat du deuxieme
tirage.

1. Quelle est la loi du couple (X,Y)?
2. Quelle est la loi marginale de X 7 Quelle est la loi marginale de Y 7

3. Calculer les espérances de X et Y .



101 16 Exercices

Exercice 24

Une entreprise fabrique des pieces d’usines. Parmi les pieces fabriquées,
90 % satisfont aux normes de qualité, 5 % ne satisont pas a ces normes
mais fonctionnent quand méme et 5 % sont défectueuses. Pour essayer de
connaitre la fiabilité du fabricant, un client potentiel choisit au hasard 2
pieces. On appelle X le nombre de pieces défectueuses et Y le nombre de
piéces aux normes.

1. Calculer la loi du couple (X,Y)et sa matrice de variance-covariance.
2. Trouver les lois de X et de Y, puis leurs espérances.

3. Retrouver ce dernier résultat en utilisant le principe de linéarité de
I’espérance.

4. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 25

Deux freres s’associent pour fonder une entreprise. Au bout d’un an,
celle-ci emploie déja 10 personnes : les 2 patrons, 3 employés et 5 ouvriers.
Un journaliste s’intéressant a cette nouvelle entreprise décide d’interviewer 3
personnes au hasard. Soit X le nombre de patrons et Y le nombre d’ouvriers
parmi ces 3 personnes interrogées.

1. Calculer la loi du couple (XY )et son coefficient de corrélation.
2. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 26

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires suivant la loi :

V/X[-2[-1]0]1]2
0 J]o]o]g|0]O
1 o] z]0]7]0
1 1
4 | ¢]0]0]o]z

1. Trouver les lois de X et de Y, ainsi que leurs espérances.
2. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Trouver la matrice de variance-covariance de (X,Y’). Que peut-on en
conclure? (La matrice de variance-covariance de (X,Y") est simple-

e e <),

4. Trouver une relation entre X et Y .
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Exercice 27

Soit X et Y 2 variables aléatoires indépendantes d’écart-types 4 d’espérance
10. Calculer cov(3X +Y —5,5X +Y —1).

Exercice 28

La loi conjointe du couple (X,Y) est donnée par :

X\Y[ 0 [ 1
0 a | 1/6
1 [1/12[1/6
2 | 1/6 | b

1. Quelle condition doivent vérifier a et b7

2. Montrer qu’il existe une valeur unique de a et une valeur unique de b
pour lesquelles X et Y sont indpendants et les déterminer.
Dans la suite de cet exercice on supposera a =1/12 et b =1/3.

3. Calculer P(X < Y).
4. On pose Z =X +Y.

(a) Calculer le plus simplement possible 'espérance et la variance de
Z.

(b) Donner la loi conditionnelle de Z, liée par la condition Y = 0.
(c¢) Donner la loi conditionnelle de Z, liée par la condition Y = 1.

(d) Donner la loi de Z, et retrouver le résultat du a).

Exercice 29

On lance simultanément deux dés équilibrés dont les faces sont numérotées
de 1 a 6. On désigne par X la VAR minimale des deux resultats et par Y la
VAR miximale des deux resultats

Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

Déterminer les lois marginales de X et de Y.

Les VAR X et Y sont-elles indépendantes 7.

Calculer E(X), E(Y), Var(X), E(2X —Y) et Var(—2X + 3).

AN .

Déterminer la loi conditionnelle de X sous la condition de Y = 3.
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Exercice 30

On lance trois fois une piece de monnaie parfaitement équilibré. On
désigne par X la VAR prenant les valeurs 0 et 1 : 0 si le premier lancer
donne face et 1 si le premier lancer donne pile et par Y la VAR égale au
nombre de faces obtenues apres les 3 lancers.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

3. Les VAR X et Y sont-elles indépendantes 7.
4) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = 1.

Exercice 31

Une urne contient trois boules numérotés : -1, 0, 1. On tire deux boules
succéssivement et avec remise de I'urne et on note par : X la VAR ”la somme
des deux numéros obtenus” Y la VAR ”la produit des deux numéros obtenus”

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. En déduire les lois marginales de X et de Y.
3. Les VAR X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Déterminer la loi de Z = | X + Y.

Exercice 32

Dans un super-marché les oranges sont vendues par sac de 3 oranges, on
tire un sac au hasard et on considere X le nombre d’oranges abimées dans le

sac. On sait que
P(X—O)—15 P(X—l)—P(X—Q)—1 P(X—?))—1
720 e 710 720

Calculer E(X). La VAR X est-elle répartie suivant une loi binomiale ?

Exercice 33

Soient X et Y deux VAR telle que Y = X2 et que la loi de X est donnée
par :

1

P(X=-2)=2 P(X=-1)= 1 P(X=0)=¢, P(X=1)=

[N

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. Donner la loi marginale de Y.

3. Les VAR X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer cov(X,Y) et conclure.
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Exercice 34

On lance deux dés parfaitement équilibrés. Soit 7' la somme des points
obtenus. On note par X le reste de la division de 7" par 2 et Y le reste de la
division de T" par 5.

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. Donner les lois marginales de X et Y.

3. Les VAR X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 35

1. On jette simultanément deux dés réguliers. Quelle est la probabilité de
I'événement ”sortie d'une paire” 7 ( c’est-a-dire la probabilité que les
deux dés affichent le méme chiffre).

2. Soit X le nombre de paires que 'on peut obtenir en jetant les deux dés
quatre fois de suite. Calculer 'espérance et I’écart-type de X.

3. Sami propose a Kamel le jeu suivant : tous deux misent la méme somme
puis Sami lance quatre fois les deux dés; s’il obtient au moins une
fois une paire il emporte la mise; s’il n’obtient jamais de paire, Sami
emporte la mise. Qui le jeu favorise-t-il 7 (Justifier votre réponse).

Exercice 36

On range au hasard 3 boules dans 3 tiroirs chaque tiroir pouvant contenir
de 0 a 3 boules. On note par X="le nombre de boules dans le 1¢" tiroir” et
T="1e nombre du tiroirs”

Déterminer la loi conjointe de X et de T" et en déduire les lois marginales de
XetdeT.

Exercice 37

On lance 5 fois une piece de monnaie et on appelle X="1e nombre de fois
ou face apparait” et Y="1le nombre de séries de faces.” Par exemple : Si on
tire FPPFF ona X =3 et Y =2 et si on tire FPFPFona X =3et Y =3
et si on tire PPFFF ona X =3 et Y = 1.

1. Déterminer la loi de la VAR Xet donner E(X).
2. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

3. Déterminer la loi marginale de Y et calculer E(Y).



Chapitre 10

Variables aléatoires réelles
discretes infinies

On généralise toutes les notions vues dans le chapitre précédant au cas
ou les V.A.R. prennent une infinité dénombrables de valeurs. Toutes les
sommes rencontrées précédemment sont remplacées par des sommes de séries
numériques, dans le cas ou ces séries sont convergentes.

1 V.A.R. discretes infinies

Théoreme : L’ensemble {(z,, P(X = xz,)) tel que n € N} est la loi
de probabilité d'une V.A.R. discrete infinie X si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

pour tout n € N, p,=P(X ==x,) >0,
pn=>, P(X=ux,) =1
n=0 n=0

2 Lol d’une fonction de X

Si g est une fonction définie sur X (Q) = {z,, tel que n € N} alors Y =
g(X) est une V.A.R. discrete infinie de loi de probabilité donnée par :

Y () = g(X(22)) = {g(z,) tel que n € N} = {y,, tel que m € N}.
pour tout m € N, P(Y =y,,) = Z P(X =x,).
z, tel que ym=g(zn)
Définition 2.1 Soit X une V.A.R. discréte infinie de loi de probabilité donnée

par l’ensemble suivant {(x,, P(X = x,) = p,) tel que n € N}.
105
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oo
— Si la série numérique Y x,P(X = z,) est absolument convergente on

n=0
dit alors que la V.A.R. X admet une espérance mathématique, notée
E(X), et que

E(X) =) z,P(X =uz,).

— Si la série numérique y x,P(X = x,) est divergente on dit alors que
la V.A.R. X n‘admet pas d’espérance mathématique.

— Si g est une fonction définie sur X (Q) = {x, tel quen € N} alors
Uespérance de g(X) est donnée par :

E(9(X)) =Y glaa) P(X = ).

On définit de méme la variance Var(X), I'écart-type o(X) etc ...

3 Couples de V.A.R. discretes infinies

Théoréeme : L’ensemble { (2, Ym ), P((X = 2,)N(Y = Ym)) = Pnm) tel que n €
N et m € N} est la loi conjointe des deux V.A.R. discrétes infinies X et Y ou

la loi du couple (X,Y) si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. quel que soit n € Net m € N, P(X = z,,, Y = ys) = P > 0.

2.5 S P((X =2)0(Y =p)=3 > P((X = 2) (Y =) = 1.

n=0m=0 m=0n=0

3.1 Lois marginales :

Soient X et Y deux V.A.R. discretes infinies de loi conjointe donnée par
I'ensemble suivant : {((z,, Ym), P(X = 2,) N (Y = Ym)) = Dum) tel que n €
N et m € N}.

Loi marginale de X :

X () = {z, tel que n € N}.

pourtout n € N, P(X =z,)= > P(X=2,)0 Y =Ym)) = D Pum-
m=0 m=0

Loi marginale de Y :
Y () = {ym tel que m € N}.
pour tot m e N, PY =y,)=>Y> P(X=2,)0 Y =yn)) = > Pum-
n=0 n=0
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Remarque : On dit que les deux V.A.R. X et Y jouent un role symétrique
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. X(Q)=Y(Q),
2. pour tout n € Net m € N|

Remarque : Si X et Y jouent un role symétrique alors X et Y ont la méme
loi de probabilité.

Conséquence : Si X et Y jouent un role symétrique alors on détermine la
loi marginale de X ou de Y, 'autre s’obtient d’'une maniere analogue.

4 Loi d’une fonction de deux V.A.R.

Si g est une fonction de deux variables définie sur X(Q2) x Y(£2) alors :
Z = g(X,Y) est une V.A.R. discrete infinie de loi de probabilité donnée
par :

Z(Q) ={g(xn, ym) tel que n € N et m € N} = {z; tel que k € N}.

pour tout k € N;

P(Z = z) = Y. P(X =)0 (Y =yn)
(Zn,ym)EX () xY(Q) tel que glzn,ym)=2

5 Espérance de fonction de deux V.A.R.

Si g est une fonction de deux variables définie sur X (Q2)xY () alors ’espérance
E(g(X,Y)) est donnée par :

E(9(X.Y)) = & 3 gl PX = 2) 0 (Y = )
= 3 3 gl ) PIX = 2) 1 (¥ = 3,)

En particulier : Si g(z,y) = zy on a :

E(XY) = 3 3 m P(X =2 0 (Y = )

=5 By PUX = 2) N (Y = 3)

n=0 m=0
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On définit de méme : Cov(X,Y) = B(X Y)=E(X)E(Y), p(X,Y) = SH43,
etc ...

Remarque : Toutes les propriétés vues dans le chapitre précédant dans le
cas discret fini se généralisent au cas infini sous réserve de la convergence des
séries numeériques écrites.

6 Lois discretes infinies usuelles

6.1 Loi géométrique

Schéma théorique : On considere une épreuve aléatoire ”£” et un évenement
Alié 27&” tel que P(A) = p €]0,1[. On répete I’épreuve ”E” dans des condi-
tions identiques (p constant et les épreuves répétées sont indépendantes)
jusqu’a ce que A soit réalisé pour la premiere fois. On pose : X ="Le nombre
d’épreuves "E” effectuées jusqu’a la réalisation de A pour la premiere fois.
Remarque : La V.A.R. X est dite le temps d’attente du premier évenement
A dans un processus sans remise.

Définition 6.1 On dit alors que X suit une loi géométrique de paramétre p
et on écrit X ~» G(p). La loi de probabilité de X est donnée par :

1. X(Q)={1,...,n,...} = N*,

2. pour tout n € N* P(X =n) =p(1l —p)" .

Moments : La moyenne et la variance de X sont données par :

(l—p)'

IE(X):%, Var(x) =

6.2 Loi de Poisson

Définition 6.2 La V.A.R. discréte infinie X suit une loi de Poisson de
parametre A > 0 si :

1. X() =N
2. pour tout n €N, P(X =n) = e 27

n!

On note X ~» P(\).

Moments : La moyenne et la variance de X sont données par :
E(X) = A, Var(X) = A

Somme de deux lois de Poisson indépendantes : Si X; = P()\;)
et Xy = P(A2) deux V.A.R. indépendantes alors la loi de probabilité de
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X = X + X5 est donnée par P(A\; + Ag).

Remarque : La loi de Poisson est souvent appelée la loi ”des petites proba-
bilités” ou la loi ”des évenements rares”. Par exemple : les accidents d’avions,
les maladies exceptionnelles . ..

7 Exercices

Exercice 1

Dans un garage le nombre de voitures vendues en une semaine suit la loi
de Poisson de parametre 8.

1. Déterminer la probabilité des événements :
a) 8 voitures ont été vendues au cours d’une semaine.
b) Au moins deux voitures ont été vendues en une semaine.

2. Plus de 8 de voitures ont été vendues dans la semaine. Quelles est la
probabilité qu’il y ait eu 12 ventes ?

3. Quelles est la probabilité qu’il y ait eu au moins 6 et au plus 10 voitures
vendues en une semaine ?

4. Quelles est la probabilité que 'on vende moins de 16 voitures sachant
que l'on eu vendue plus de huit ?

Exercice 2

Soit X une VAR qui suit une loi de Poisson de parametre \. Calculer
B().

14+X

Exercice 3

Dans une pharmacie, le nombre de boites d’'un médicament vendues en
un mois suit la loi de Poisson de parametre 10.

1. Déterminer la probabilité des événements suivants : a) 15 boites ont
été vendues au cours d'un mois.
b) Au moins 7 boites ont été vendues en un mois.

2. Plus de 6 de boites ont été vendues dans le mois. Quelles est la proba-
bilité qu’il y ait eu 10 ventes ?

3. Quelles est la probabilité qu’il y ait eu au moins 12 et au plus 18 boites
vendues en un mois ?

4. Quelles est la probabilité que 'on vende moins de 21 boites sachant
que 'on eu vendue plus de 157
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5. Au moins 12 boites ont été vendues en un mois. Quelles est la proba-
bilité qu’il y ait eu 18 ventes?

Exercice 4

Soit X une VAR telle que
X(Q)=N" VbkeN PX=k)=_—

1. Déterminer .
2. Calculer E(X) et V(X).

3. X a-t-elle plus de chance d’étre paire ou impaire ?

Exercice 5

Un automobiliste doit dévisser dans le brouillard les boulons d’une roue
de sa voiture. Il utilise une croix dont les 4 extrémités sont des clefs de taille
différentes. il procede au hasard sans éliminer les extrémités déja restées. On
note par X la VAR égales au "nombre d’éssais pour trouver la bonne clef”.
Déterminer la loi de probabilité de X et donner son espérance et sa variance.

Exercice 6

Un consierge possede un trousseau de 10 clés dont une seule permet d’ou-
vrir la porte qu’il a en face de lui. Soit X le nombre de clés essayées pour
ouvrir la porte. Le consierge est ivre un jour sur 3, quand il est ivre il essaie
les clés au hasard avec remise, sinon il prossede sans remise. Sachant ¢’un
jour 8 éssaies ont été nécéssaires pour ouvrir la porte. Quelle est la probabi-
lité que le consierge ait été ivre ce jour la?

Exercice 7

Dans une certaine ville 99% des habitants de langue maternelle arabe. On
tire au hasard et avec remise un échantillon de 200 personnes de cette ville.
Quelle est la probabilité d’y retrouver entre 194 et 198 personnes de langue
maternelle arabe ?
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Exercice 8

Le nombre X de clients d’'un grand magasin suit une loi de Poisson de
parametre A. Dans ce magasin, chaque client a la probabilité p de se faire
voler son portefeuille. Déterminer la loi de la V.A.R Y égale au nombre de
portefeuille volés et son espérance.

Exercice 9

Soit X une VAR telle que
a

X(Q) =N VkeN P(X=k) = e CES ]

1. Déterminer a.
2. La VAR X admet-elle une espérance et une variance ? si oui les calculer.

Exercice 11

Soit X une VAR telle que
e—22k

A(K)

X(Q) =N VkeN P(X=k) = (1 + ak)

1. Déterminer a.
2. La VAR X admet-elle une éspérance et une variance ? si oui les calculer.

Exercice 12 :

Soit k € N donné.

. . L. 2 (n+k)!
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série ) "
n=0 n'
2. Soit f est I'application défine, pour x € R, x # 1, par :
1

Déterminer f*) la dérivée d’ordre k de f.

3. En déduire que pour |z| < R, on a

nl T (1= o)

i (n+k)! ., K
n=0

Soit a €]0, 1[. On considere la variable aléatoire N dont la loi est donnée

par :
P(N =n)=(1-a)a", pourn € N.
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4. Vérifier que ceci est bien une loi de probabilité.
5. Calculer I'espérance et la variance de N.

6. Une urne contient des boules blanches et des boules noires dans les
proportions respectives p et ¢ avec p + ¢ = 1. On effectue des tirages
avec remise. Le nombre de tirages est une variable aléatoire N dont la
loi est décrite a la premiere question. Soit X la variable aléatoire éagale
au nombre de boules blanches obtenues.

7. Calculer P(X = k/N = n).

8. En déduire la loi de X et calculer I'espérance de X.

Exercice 13 :

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes telle que : X (Q2) =

. . L (i+g)a
YQ:N\V/Z,] ENXN, pL':PX:’L,Y:] =0
1. Déterminer la valeur de a.

2. Donner les loi marginales de X et de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer I'espérance F(2X+Y).



Chapitre 11

Variables aléatoires réelles
continues

1 Fonctions densité de probabilité

Soit X une V.A.R. définie sur (€2, A, P) telle que X (2) est un ensemble
infini non dénombrable.

Définition 1.1 La V.A.R. X est dite continue ou a densité si et seulement
s’il existe une fonction définie, continue par morceaux et positive sur R, notée
en général par fx et vérifiant la condition suivante :

quelque soit B un intervalle de R;  on a, P(X € B) = / fx(z)dz.
B

La fonction fx ainsi définie est appelée la fonction densité de probabilité (que
l'on abrége par d. d. p.) de la V.A.R. X.

Conséquences : Soit X une V.A.R. continue de fonction d.d.p. fx

1. Pour tout a et b dans R tel quea < bona Pla < X <b) = fab fx(z)dx
et en prenant a = b on obtient P(a < X < a) = [ fx(z)dz = 0, cela

implique pour tout a € R {

Si X est une V.A.R. continue alors la probabilité
que X prenne une valeur isolée est égale a 0.

2. P(X €R) = 1or P(X € R) = P(X €] — o0, +00[) = [*% fx(z)da
cela implique que f_t:j fx(x)dx = 1.
113
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Une fonction définie et continue par morceaux sur R

est une densité de probabilité si et seulement si

e pour tout z € R; fx(xz) >0

(c’est a dire la densité de probabilité est une fonction positive).
+o0

° ffoo fx(ZL’)dZE =1.

L’ensemble X (£2) des valeurs prises par une V.A.R. continue : Si X
est une V.A.R. continue de fonction densité de probabilité fx alors :

X(Q) = {z € R tel que fx(x)#0}.
Rappelons que : P(X € X(Q2)) = 1.

2 Fonction de répartition

Définition 2.1 Soit X une V.A.R. continue de fonction densité de probabi-
lité fx. La fonction de répartition de X, notée Fx, est définie par :

pour tout x € R; Fx(z) = P(X <z)=P(X <x)
= P(X €] — 00, x]) —/_ fx(t)dt.

Rappel des propriétés d’une fonction de répartition : Si X est une
V.A.R. de fonction de répartition Fy(x) alors on a les propriétés suivantes

P 1. pour tout z € R; 0 < Fy(x) < 1.

P2 lim Fx(z)=0, lirf Fx(z) =1 et Fx est continue sur R.
T—>+00

Tr—r—00
P 3. La fonction F'x est croissante sur R.

P 4. Pour tous réels a et b tels que a < bon a :
P(CL S X S b) = FX(b) — FX(CL).

Théoreme : Soit fx fonction densité de probabilité, alors F'x est dérivable
et ona:

d
pour tout x € R, fx(z) = Fyx(z) = d—FX(x)
x
Remarque : Une fonction Fy définie et continue par morceaux sur R est la
fonction de répartition d'une V.A.R continue X si et seulement si les deux

conditions suivantes sont satisfaites :
1. lim Fx(z)=0et lim Fx(x)=1,
Tr—+00

T—r—00

2. La fonction F'x est croissante sur R.
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3 Parametres d’une V.A.R. continue (Espérance
& Variance)

Définition 3.1 Soit X est une V.A.R. continue de fonction densité de pro-
babilité fx. St l'intégrale généralisé fj;oxfx(x)dx est absolument conver-
gente on dira alors que la V.A.R. X admet une espérance mathématique
notée E(X) et que :

+0o0

E(X) = /_ v fx(z)dr.

o

Plus généralement : Si g est une fonction quelconque définie sur X (2)
alors :

B = [ o) fxle)is

—00

En particulier : Pour g(z) = 2% on a :

E(X?) :/_ Oox2 fx(z)dz.
Variance et écart-type : Var(X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) — (E(X))?

et o(X) =/ Var(X).

Remarque Toutes les propriétés de ’espérance, de la variance et de I’écart-
type vues dans le cas des V.A.R discretes restent valables dans le cas des
V.A.R. continues. (Sous réserve de la convergence des intégrales).

4 Lois continues usuelles

4.1 Loi uniforme

Définition 4.1 Soient a et b deux réels tels que a < b. La V.A.R. X suit
une loi uniforme sur lintervalle |a,b] (ou la,b] , ou la,b] ou [a,b]), si et
seulement si, sa fonction densité de probabilité fx est définie de la maniere
sutvante :
1 .
— six € |a, b,
fx(x) = { e .0

0 sinon

Notation : Si X suit une loi uniforme sur [a, b] on écrit alors X ~» U([a, b]).
Remarque : Si X suit une loi uniforme sur [a, b] alors X (Q2) = [a, b].
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Fonction de répartition : Soit la V.A.R. continue X qui suit U([a, b]),
sa fonction de répartition notée F'x est donnée par :

(0siz<a,

Fx(x) = gg:Zsiangb,

1six>b.

\

Moments : Si X ~ U([a,b]) alors :

4.2 Loi exponentielle

Définition 4.2 Soit A un réel tels que A > 0. La V.A.R. continue X suit
une loi exponentielle de parametre A si et seulement si sa fonction densité de
probabilité fx est définie de la maniére

Ae ™ six >0,

Jx(z) = { 0 sinon

Notation : Si X suit une loi exponentielle, on écrit alors X ~» Exp(\).
Remarque : Si X suit une loi exponentielle alors X (€2) =]0, +-o0].
Fonction de répartition : Soit la V.A.R. continue X qui suit Exp()), sa
fonction de répartition notée Fx est donnée par :

l—e™Msia>0,
FX(x):{ 0siz<0.

Moments : Si X ~» Ezp()) alors :

4.3 Loi Normale
On admet que : f_Jr;o e~ % dr = V2.

Définition 4.3 Soient m et o deux réels tels que 0 > 0. La V.A.R. continue
X suit une loi normale de paramétres m et o si et seulement si sa fonction
densité de probabilité fx est définie de la maniére suivante :

1 (z—m)?
pour tout x € R, fx(x) = e 202

oV 2T
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Notation : Si X suit une loi normal, on écrit alors X ~» N (m, o).
Remarque : Si X suit une loi normale alors X () = R.

Fonction de répartition : Soit la V.A.R. continue X qui suit N'(m, o), sa
fonction de répartition notée Fx est donnée par :

v 1 (t=m)?
FX(:B):/ e 22 dt.

oo OV 2T

Moments : Si X ~» N (m, o) alors :
E(X)=m  Var(X)=o"

Définition 4.4 (Loi normale centrée réduite) Sim =0 et 0 = 1 alors
la loi normale de paramétre 0 et 1, notée N(0,1), est appelée la loi normale
centrée réduite ou la loi standard et on a alors la fonction densité fx et la
fonction de répartition Fx notée ¢ :
1 22
pour tout © € R, fx(z) = e 7,

V2T

1
0o V21

Théoréme : Si X ~» N(m,0) et si Y =aX + 3 (ou « et 8 sont deux réels
tels que a > 0) alors

+2
pour tout x € R, Fx(z) = p(x) = / e~z dt.

Y ~ N(am + 3, a0).

Théoréme : Si X est une V.A.R. qui suit la loi normale N (m, o) alors la
V.AR. Z = X2 guit la loi normale centrée réduite A(0, 1).

Expression de fonction de répartition de N (m, o) en fonction de ¢ :
Théoréme : Si X = N (m, o) alors sa fonction de répartition Fx est définie

par :

pour tout z € R, F;dx)ch(m_m).
o

5 Loide fonction d’une variable aléatoire conti-
nue

Soit X une V.A.R. dont on connait sa loi de probabilité c’est-a-dire la
fonction d.d.p fx ou sa fonction de répartition F'y et on cherche a déterminer
la loi de probabilité de la variable aléatoire Y = ¢(X) dans certains cas
particuliers de fonctions g et dans le cas ou g est une fonction continue et
strictement monotone sur X (£2).
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e Premier cas particulier : Loide Y = —X.
Fonction de répartition :
Soit y € R,

Fy(y) =P <y) = P(-X<y)=PX > —y)

Conclusion : pour tout y € R, Fy(y) =1 — Fx(—y).
Fonction densité de probabilité : pour tout y € R

fr(y) = Fy(y) = Fy(—y) = fx(—y).

e Deuxiéme cas particulier : Loi de Y = X2
Fonction de répartition :

Soit y € R,
- - 9 B P(—yy <X < \fy)siy >0,
) =Py <) =<y = {000
_ Fx(\/g)—FX<—\/§) Siy>0,
0 sinon .

Conclusion : pour tout y € R

FX(\/@) — Fx(—\/g) si y > 0,

0siy<0.

Fy(y) =

Fonction densité de probabilité : pour tout y € R fy(y) = Fy (y).
On déduit :

ﬁg [Ix(VY) + fx(—=v9)] sty >0,
fr(y) =
0siy<0.

e Troisiéme cas particulier : Loi de Y = |X].
Fonction de répartition :
Soit y € R,

Pl—y< X <y)siy>0,
B =Py <) = P(X <) = { FLUS XS0

_ [ Fx(y) — Fx(—y) siy >0,
0 sinon .
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Conclusion : pour tout y € R

Fx(y) — Fx(—y) siy >0,
Fy(y) =
0siy <0.

Fonction densité de probabilité : pour tout y € R fy(y) = F}(y).
On déduit :
[fx(y) + [x(=y)] siy >0,

fy(ly) =
0siy<0.

Cas général : Loi de Y = ¢g(X) ol g est une fonction strictement monotone
sur X (). Soient X une V.A.R. continue de fonction d.d.p. fx définie de
maniere suivante : X () =Ja,b] et Y = g(X) ol g est une fonction stricte-
ment monotone sur X (2). Pour déterminer la loi de Y on commence par la
détermination de la fonction de répartition Fy en fonction de Fx et puis par
dérivation on obtient la fonction d.d.p. fy.

6 Exercices

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de densité est définie par :

10 sinon

f(m)_{)\(l—xQ) si—l<z<l

1. Déterminer la valeur \.

2. Déterminer la fonction de répartition Fly de X.

Exercice 2

On considere la fonction f définie sur R par :

0 sinon

x — a3 i r<3
f(a:):{)‘@ ) si0<z <2

La fonction f représente-t-elle une fonction de densité de probabilité ? si oui,
déterminer la valeur de \.



6 Exercices 120

Exercice 3

La fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire X, représentant
la durée de vie d'un certain composant électronique est donnée par :

fx(z) =

1 sz >10
x .
0 sinon

1. Calculer la probabilité suivante : P(X > 20).

2. Déterminer la fonction de répartition F'y de la variable aléatoire X.

Exercice 4

On considere la fonction f définie sur R par :

0 sir<—loux>1
flz)=12 z+1 size[-1,0]
—z+1 sif0,1]

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
Soit X une V.A. de densité f.

2. Déterminer la fonction de répartition de X. Calculer E(X) et V(X).

3. Déterminer P(|X| > a) et déterminer les valeurs de a pour lesquelles

1
P(lX| > < —.
(IX] > a) < =

Exercice 5

Montrer que la fonction F' définie par : 2 — F(z) = est la fonc-

14 e®
tion de répartition d’'une variable aléatoire continue X dont on donnera sa

fonction densité.

Exercice 6

La Belle Au Bois Dormant est assise devant la cheminée, sa quenouille a
la main. L’intervalle de T, exprimé en munites, qui sépare I'instant ou elle a
pris place pour filer la laine de celui ou elle va se piquer avec le fuseau suit
une loi exponentielle de moyenne E(T") = 10.

1. Exprimer la densité de probabilité et la fonction de répartition de 7.
Calculer I'écart type de T.
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2. Sachant qu’il ne lui est rien arrivé pendant les huits premieres minutes,
calculer la probabilité pour qu’elle ne se pique pas dans les cinq minutes
qui suivent.

Exercice 7 : Utilisation de la table de la Loi Normale N(0, 1)
1. Soit X une V.A. suivant la loi N (0, 1). Déterminer ¢ > 0 tel que :

P(-t< X <t)=0.95
2. Soit X une V.A. suivant la loi N(8,4). Calculer
P(X <175), P(X>85), P(65<X<10) et P((x>6)/(xz>5)).

3 ) Soit X une V.A. suivant la loi N(p, o). Déterminer 'espérance E(X)
la variance V' (X) sachant que :

P(X <—1)=0.05 P(X >3)=0.12

Déterminer P(X > 0).

Exercice 8

On a constaté que la répartition du taux de cholestérol pour un grand
nombre de personnes est la suivante : taux inférieur a 165 cg est 58%, taux
compris entre 165 cg et 180 cg est 38%, taux supérieur a 180 cg est 4%.

1. Sachant que la répartition du taux de cholestérol suit une loi normale,
calculer la valeur moyenne du taux de cholestérol et ’écart type moyen.

2. On admet que les personnes dont le taux est supérieur a 183 cg doivent
subir un traitement. Qu’elle est le nombre de personnes a soigner dans
une population de 100000 personnes ?

Exercice 9

La médiane d’une variable aléatoire continue ayant une fonction de répartition
1

F est la valeur m, telle que : F'(m) = 5. Trouver la médiane de la variable
aléatoire X lorsque X est une variable aléatoire :

1. Uniforme sur [a, b].

2. Normale de parmetres p et o.

3. Exponentielle de parametre \.
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Exercice 10

Le mode d’une variable aléatoire continue ayant une fonction de densité de
probabilité f est la valeur x pour laquelle f(x) atteint son maximum. Calculer
le mode de la variable aléatoire X lorsque X est une variable aléatoire :

1. Uniforme sur [a, b].
2. Normale de parmetres pu et o.

3. Exponentielle de parametre \.

Exercice 11

Soit X une variable aléatoire continue ayant une fonction de répartition
F. On définit la variable aléatoire Y = F(X).
Montrer que Y suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 12

Si X est une variable aléatoire exponentielle de parametre A = 1. Déterminer
la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire Y définie par :
Y = Log(X).

Exercice 13

Soit X est une variable aléatoire uniforme sur [—1, £]. Déterminer la fonc-
tion de densité de probabilité de la variable aléatoire Y = X?2.

Exercice 14
Soit X est une variable aléatoire de fonction densité de probabilité f

définie par :

0 sinon

f(x):{ xe_é siz>0

1. Vérifier que la fonction f définit bien une densité de probabilité.

2. Montrer que Y = X? est une variable aléatoire continue dont on don-
nera sa fonction densité de probabilité. Calculer E(X).

Exercice 15

Soit X est une variable aléatoire Normale centrée réduite.
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1. Déterminer la fonction densité de probabilité la variable aléatoire Y =
X2, puis calculer E(Y).

2. Déterminer la fonction densité de probabilité la variable aléatoire Z =
| X |, puis calculer E(Z).

3. Déterminer la fonction densité de probabilité la variable aléatoire T' =
| X | + a ou a est une constante réelle, puis calculer E(T).
Exercice 16

Soit X est une variable aléatoire continue de fonction densité de proba-
bilité f définie par :
e stx>0
f(‘”)_{ 0 siz<0

Déterminer la fonction densité de probabilité la variable aléatoire X?3.

Exercice 17

Soit X est une variable aléatoire continue de fonction densité de proba-
bilité f définie par :

e+ 1 sifz| <k
f(x)_{O si|x| >k

1. Déterminer la constante k.
2. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

3. On pose T' = X? + 1. Déterminer la fonction densité de probabilité ¢
de T et calculer E(T) et o(T).

Exercice 18

Déterminer la constante k pour que f soit une d.d.p dans les deux cas
suivants :

L f() = k3 T amey(a).
2. f(z)=k 37", Vz € R. On rappelle que si D C IR

1 sizeD

1D(x):{ 0 siz¢gD
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Exercice 19

Soit X une V.A.R de fonction d.d.p f définie par :

fl@) =X (1—2%) 1 iy(@).
1. Calculer A et déterminer la fonction de répartition F' de X.
2. Calculer P(|z| > %)
3. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 20
Soit X une V.A.R de fonction d.d.p f définie par :

2 1
T 1+ 22

VrzelR f(z) =

1. Vérifier que f possede les proprietés d’une densité de probabilité.

2. Calculer E(X) et o(X).

3. Déterminer la fonction de répartition F' de X et vérifier ses proprietés.
4. Calculer P(X > 1).

Exercice 21

Soit X une V.A.R de fonction d.d.p f définie par :

9%4 sizx>1

f(x):{o siz < 1

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X et calculer F(X).

2. Soit a un réel quelconque. On pose pour tout réel x
F(z) = P<(X <2)/(X > a)>,

calculer F,(z) pour tout réel x.



Chapitre 12

Couples de variables aléatoires
& Somme deux variables
aléatoires

1 Couples de variables aléatoires réelles conti-
nues

Définition 1.1 Soient X etY deuz V.A.R. définies sur (Q, A, P). Les V.A.R.
X etY sont dites conjointement continues si et seulement si il existe une
fonction de deuz variables réelles, notée fxy, définie, continue par morceaus
et positive sur R? vérifiant la condition suivante : Quelque soit le domaine
D (mesurable) C R* on a :

P((X,Y) € D) = / /D Foy (2, y)dedy.

La fonction ainsi définie est appelée la fonction densité conjointe de X ety
ou du couple (X,Y).

Conséquence : Une fonction de deux variables réelles définie, continue par
morceaux sur R? est la fonction densité conjointe de deux V.A.R. X et YV
ou du couple (X,Y) si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. pour tout (xvy) € RZv fX,Y(xvy) Z 07

2. [ Jgo Fxy(z,y)dedy = 1.
125
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2 Domaine ou support d’un couple de V.A.R.
continue

Soient X et Y deux V.A.R. conjointement continues de fonction densité
conjointe fyy. On appelle domaine ou support de X et Y ou du couple
(X,Y), que l'on note par Q(x y), 'ensemble des couples (z,y) de R? telle que
la densité conjointe fxy(z,y) est non nulle.

Quxyy = {(z,y) € R? tel que fxy(z,y) #0} et P((X,Y)e€ Quxyy) =1L

3 Couple uniforme de V.A.R. continues

Le couple de V.A.R. conjointement continues (X,Y") est dit uniforme sur
un domaine D si et seulement si sa fonction densité conjointe est de la forme

suivante : . .
W S1 (l’,y) < D,
0 sinon

Remarque : Si la fonction densité conjointe fxy, d’'un couple de V.A.R.
continues (X,Y) est de la forme suivante :

{ Csi (z,y) € D,

0 sinon

alors le couple (X,Y) est nécessairement uniforme et on a alors la constante

S
C est telle que : C'= aire(D)"

4 Fonction de répartition conjointe & fonc-
tion de répartion marginale

4.1 Fonction de répartition conjointe

Définition 4.1 Soient X et Y deuxr V.A.R. conjointement continues de
fonction densité conjointe fxy. La fonction de répartition conjointe notée
Fixyy est définie par : pour tout (x,y) € R2?,

Fxy(z,y) = P(X <z)n(Y <y))
— P((X,Y) €] — o0, 2]x] — 00, 1)) _//]_ L Jxr(s s

= /; (/_: fX,Y(s,t)dt)ds:/_io (/; fX,Y(S,t)ds>dt.
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Théoréme : Soient X et Y deux V.A.R. conjointement continues de fonction
densité conjointe fxy(x,y). Si la fonction de répartition conjointe F{x yy est
de classe C? au point (x,y) alors :
92 92
YY) = F x,y) = ,Y).
6x8 v)(,9y) Dy (@, y) = fxy(z,y)

4.2 Fonction de répartition marginale

Définition 4.2 Soient X et Y deuxr V.A.R. conjointement continues de
fonction de répartition conjointe Fix y.
e Fonction de répartition marginale F'xy de X : pour tout x € R,

Fx(z)=P(X <z)=P(X <z)NY € R)) = P((X,Y) €]—00, 2] x| —00, +00])
e Fonction de répartition marginale Fy de Y : pour tout y € R,
Fy(y) =P(Y <y) = P((X e R)N(Y <y)) = P((X,Y) €]—00, +00]x]—00,y])

5 Fonction densité marginale

Si X et Y sont deux V.A.R. conjointement continues de fonction densité
conjointe f(xy) alors X et Y sont individuellement continues et la densité
fx est appelée la densité marginale de X et la densité fy est appelée la
densité marginale de Y.

e Densité marginale de fx de X :

pour tout z € R, Fx(z) = P(X < :1:) =P(X <z)n(Y €eR))

- €] — o0, a]x] — o, +00)

= / / fX y(S t)det
00,2 X | —00,+00]

_ / ( / Fxy (s, t)dt) ds
}—OO,CC] ]—OO,-FOO[

d’ou pour tout z € R, fx(x) = / fxy(z,t)dt.
00,00

e Densité marginale de fy de Y :
pour tout y € R, Fy(y) = P(Y < y) =P(XeR)N(Y <y))
Y) €] — 00, +-00]x] — 00, )

= / / fX y(S t)det
00,+00] X]—00,y

= /}_Ow} (/}_Oo#oo[fx,y(s,t)ds)dt
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d’out pour tout y € R, fy(y) = / fxy(s,y)ds.

]—OO,-{-OO[

Définition 5.1 On dit que les deux V.A.R. X etY jouent un réle symétrique
st et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. le support Q(xy) du couple (X,Y") reste inchangé lorsqu’on remplace y
par x et x pary.

2. pour tout (x,y) € Qx,y) on a fxy(r,y) = fxy(y,x).

Théoreme Si X et Y jouent un role symétrique alors X et Y on la méme
loi de probabilité.

Conséquence : Si X et Y jouent un role symétrique alors on détermine la
loi marginale de X ou de Y, l'autre s’obtient d’'une maniere analogue.

6 Variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux V.A.R. conjointement continues de fonction densité
conjointe fxy et de fonction de répartition conjointe Fxy) telle que fx
est la densité marginale de X, fy est la densité marginale de Y, Fx est
la fonction de répartition de X et Fy est la fonction de répartition de Y.
Théoreme :

Les V.A.R. X et Y sont dites indépendantes, si et seulement si,

pour tout (z,y) € R2, P(X<x)n(Y <y))=P(X <x)P((Y <vy))
si et seulement si
pour tout (ZL’, y) € RQ: F(X,Y)(xu y) = Fx(ZE)Fy(y)

Théoréme :

Les V.A. R. X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout (z,y) €
R?  fxy(z,y) = fx(x)fy(y). (la loi du couple est égale au produit des
densités marginales.)

Si les V.A.R. X et Y sont indépendantes alors nécessairement
le domaine )xy) du couple (X,Y) est un rectangle.
(La réciproque n’est pas en général vraie)

Conséquence : Si }(x,y) n'est pas un rectangle alors X et Y ne sont pas
indépendantes.
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7 Espérances de fonctions de deux variables
aléatoires continues

Définition 7.1 Soient X et Y deux V.A.R. conjointement continues de

fonction densité conjointe fxy et g une fonction définie sur le domaine Q2x y
du couple (X,Y). L’espérance mathématique de g(X,Y), notée E(g(X,Y))
est donnée par :

E(9(X,Y)) = / /IR g(z,y) fxy (z, y)dedy.

Cas particulier : Si g(z,y) = xy on a

E(XY) = / /]RZ zyfxy(z,y)dedy.

Remarque : Sans connaitre les densités marginales fy et fy et connais-

sant uniquement la fonction densité conjointe fxy de X et Y, on peut cal-
culer E(X),E(Y),E(X?) et E(Y?) par :

BX) = [ [ sty B0 = [ [ uperedsdy
E(XQ)Z/AQfox,y(fay)dxdy, E(YQ)Z/42y2fx,y($,y)dwdy,

Covariance :
Cov(X,Y)=E [(X “EX))(Y - E(Y))} — E(XY) — E(X)E(Y).

Rappelons que :

e Si X et Y sont indépendantes alors F(XY) = E(X)E(Y) (c’est-a-dire
Cov(X,Y) = 0) et que la réciproque n’est pas en général vraie.

e Si E(X.Y) # E(X)E(Y) (cest-a-dire Cov(X,Y) # 0) alors les V.AR. X
et Y ne sont pas indépendantes.

Coefficient de corrélation linéaire

_ Co(X)Y)  Cou(X)Y)
pXY) = VVar(X)Var(y) ~ o(X)o(Y)

Important : Toutes les propriétés de la covariance et du coefficient de
corrélation linéaire vues dans le cas des V.A.R. discretes restent valables
dans le cas des V.A.R. continues.

Matrices des variances et des covariances :
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Soient X et Y deux V.A.R. on appelle matrice des variances et des cova-
riances du couple (X,Y), la matrice carrée d’ordre 2, notée X xy et définie

par :
Var(X) Cov(X,Y)
Bxy = ( Cov(X,Y) Var(Y) ) '

Remarques :

e Yy est une matrice symétrique car Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

e Si X et Y sont indépendantes alors Xxy est une matrice diagonale car
Cov(X,Y) = 0.

8 Distributions et lois conditionnelles

Soient X et Y deux V.A.R. conjointement continues de fonction densité
conjointe fxy telle que fx est la densité marginale de X et fy est la densité
marginale de Y.

e Densité de X sachant Y = y : Soit y € R tel que fy(y) # 0, la densité
de X sachant Y =y, notée f(x/y—y), est définie par :

pour tout x € R,  fix/v=y) (z) = fxy (2, ZJ).
fr(y)

e Densité de Y sachant X = z : Soit x € R tel que fx(z) # 0, la densité
de Y sachant X = x, notée fy,x—y), est définie par :

fX Y(may)
pour tout y € R, fyyxon(y) = 22X 0Y)
Y/ ) fX(fE)
Remarque : Si X et Y sont indépendantes alors : fix/v—y) = fx et

fov/x=2) = [y

Remarque : Si on connait les densités fx et fiy/x—q (resp. fy et fix/v—y)
et on cherche a déterminer la densité fy ou la loi de Y (resp. la densité fx
ou la loi de X) on procede comme suit :

1. On détermine fxy en utilisant le fait que : pour tout (x,y) € R2
fxy(@y) = fx(@) fovyx=a)@w)- (tesp. fxy(z,y) = fr () fix/y=y(x))-

2. On détermine la densité marginale fy (resp.la densité marginale fx) a
partir de fxy.

Fonction de répartition conditionnelles
e Connaissant f(x/y—,) on a alors : pour tout intervalle D de R P((X €



131 9 Changement de couple de variables aléatoires continues

D)/(Y =vy)) = [, fix/y=y(x)dz et la fonction de répartition de X sachant
Y =y:

pour tout x € R,  Fix/y—y) / Joxpy=y (s

e Connaissant fry,x—) on a alors : pour tout intervalle D de R P((Y €
D)/(X =) = [, for/x=2)(y)dy et la fonction de répartition de Y sachant
X =x:

pour tout y € R,  Fly/x=z)(y /fY/X:c

9 Changement de couple de variables aléatoires
continues

Soient (X,Y) un couple de V.A.R. continues de fonction densité conjointe
fxy et Qx,y) le support ou le domaine du couple (X,Y’). On suppose connu
deux autres V.A.R. U et V définies de la maniere suivante : U = ®1(X,Y)
et V = P5(X,Y) ot ¢, et ¢, sont deux fonctions définies sur Q(x y).

On cherche a déterminer, sous certaines conditions sur les fonctions ®; et ®,,
la fonction densité conjointe f du nouveau couple (U, V). La démarche se
fait en quatre étapes :

1. A partir des égalités : u = ®1(z,y) et v = Py(z,y), on exprime z et
y en fonction de u et v. On obtient ainsi deux fonctions W (u,v) et
Uy (u,v) telle que : x = Wy (u,v) et y = Uo(u,v).

2. En utilisant le support (xy) et les fonctions ®;,®,, ¥y et ¥y on
détermine le support ou le domaine Q) du nouveau couple (U, V') de
telle sorte que : lorsque (z,y) varie dans Q(xy, le couple (u,v) varie
dans Qyvy.

3. On détermine la matrice Jacobienne J(Wy, Ws)(u,v) de (V1,¥s) au
point (u,v) définie de la maniere suivante :

O (u,v)  2¥1(y,v
J<\Ill7\1/2)(u7 /U) = ( 8‘;’(}22 'U% 86\17/}2 Eu U; > .
ou ov ’
et on vérifie que :
20, () 20
det(J (W, Uy)(u,v)) = | K v # 0 pour tout (u,v) € Qv
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4. les V.AR. U et V sont conjointement continues et la densité conjointe
fu,vy du nouveau couple (U, V) est donnée par : f,v)(u,v) =

Ixy (Wi (u,v), Uo(u,v)) . |det(J(¥q, W) (u,v))| si (u,v) € Quvy,

0 sinon.

10 Lois de fonctions de deux variables aléatoires
continues

Soient (X,Y) un couple de V.A.R. continues de fonction densité conjointe

fxy et Qxy) le support ou le domaine du couple (X,Y’). On pose une autre
V.A.R. Z définie de la maniere suivante :

7 =®(X,Y)

ot & est une fonction définie sur (x y). On cherche a déterminer la fonction
densité de probabilité f; de la V.A.R. Z. On peut procéder de deux manieres
différentes :

e Méthode directe :

On détermine Z(£2) par :

Z(Q) = 2(Qxy)) = {2z = (=, y) tel que (z,y) € Qxy)}-

Puis on calcule la fonction de répartition F; de la V.A.R. Z définie par :
pour tout z € R, Fiz(z) = P(Z < z) de la maniére suivante :
— Pour tout 2 ¢ Z(Q); Fz(2) =0 ou Fz(z) = 1.
— On a pour tout z € Z(Q); Fz(2) = P(Z < z)=P(®(X,Y) < z2).
On pose alors pour tout z € Z(2) fixé :

Qz = {(xvy) S RQ tel que @(l’,y) < Z}a

on a donc pour tout z € Z(£2)

Fy(z) = P((X,Y) € Q) = / /Q Fry (2, y)dedy

que l'on calculera.
La densité de probabilité f7 est donc donnée par :

pour tout z € R, fz(z) = Fj,(2).
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e Méthode utilisant le changement de couples de variables aléatoires :
On considere le changement de couple de variables aléatoires suivant :

Z=0(X,)Y)et W=0p(X,Y)=X ouY (un choix le plus simple possible) .

On détermine la densité conjointe f(zw) du nouveau couple (Z, W) comme
indiqué dans le chapitre 13 section 9. Puis on détermine la densité marginale
[z a partir de la densité conjointe f(zw).

Remarque : Pour deux choix différents de I'expression de W = ¢(X,Y') on
aboutit a deux expressions différentes de f(z ) mais a la méme expression

de fz.

11 Somme de deux V.A.R. continues indépendantes

11.1 Produit de convolution

Soient f et g deux fonctions définies et continues par morceaux sur R. Le
produit de convolution de f et g est la fonction, notée f x g et définie sur R
par :

pour tout x € R, fx g(z) = +OO f(t)g(x —t)dxdt = /+0° g(t) f(x —t)dxdt.

oo

Propriété :
Le produit de convolution est commutatif c’est-a-dire :

gxf=[f*g.

11.2 Fonction de répartition de la somme de deux V.A.R.
continues indépendantes

Soient X et Y deux V.A.R. indépendantes telles que fx est la d.d.p. de X
et Fx est la fonction de répartition de X, fy est la d.d.p.de Y et Fy est la
fonction de répartition de Y. On pose Z = X +Y et on cherche a déterminer
la fonction de répartition Fz de la V.A.R. Z :

pour tout z € R, Fz(2) = P(Z < z) = P(X+Y <z) = //Q fx(x) fy (y)dzdy
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ot Q, = {(z,y) € R? tel que z +y < z}. On a alors :

pour tout z € R, Fiz(z) = /_Z (/_:y fX(:B)fy(y)dar)dy

_ /O; - fX(m)dx>fY(y)d?J

/N

_ / Fx(z = y)fy(y)dy = Fx = fr(2).
Ou bien

pour tout z € R, Fiz(z) = /_OO </_Z_x fX(x)fy(y)dy)dx

= [ ([ sta) stapas

—00 —

— /Oo Fy(z — ) fx(z)dy = Fy * fx(2).

—00

Si Z=X+Y avec X et Y deux V.A.R. indépendantes, on a alors
Fy(2) = Fxiy(2) = Fx * fy(z) = [7 Fx(z —y) fy (y)dy
= Fy  fx(2) = [* fx(2)Fy(z — z)dz.

11.3 Fonction de répartition de la somme de deux V.A.R.
continues indépendantes

Soient X et Y deux V.A.R. indépendantes telles que fx est la d.d.p. de X et
fy est lad.d.p. de Y et on pose Z = X + Y. Pour obtenir la fonction d.d.p.
fz de la V.A.R. Z on dérive la fonction de répartition F; par rapport a z.
On a alors :

d oo
pour tout z € R, fz(2) = %/ Fx(z —y)fyv(y)dy
d

= [ =y

(e 9]

_ /_OO fx(z =y fy()dy = fx * fy(2).
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Ou bien
pour tout z € R, fz(2) = / fx(x)Fy(z — x)dx

- / (@) Fi(z — a)da
_ /_ Fx(@) fy (z = 2)d = fy * fx(2).

SiZ=X+Y avec X et YV deux V.A.R. indépendantes, on a alors
fz2(2) = fxiv(z ) fx* fy(z f Ix(z=y)fy(y)dy
= fy * fx(2) = [72 fx fy(z—x)dx

Remarque : Si X et Y deux V.A.R . indépendantes de méme d.d.p f alors
la fonction d.d.p. fz dela V.A.R. Z = X + Y est donnée par :

pour tout 2 € R, f(2) = fxov(2) = [+ [(2 /fz— (y)dy

12 Exercices

Exercice 1

Soient X et Y deux V.A.R indépendantes de loi exponentielle de pa-
rametres respectifs A et p. Déterminer la fonction de répartition de chacune
des V.AR S =sup(X,Y) et T =inf(X,Y).

Exercice 2

Soit (X,Y’) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe fxy définie
par

kxye =% siz>0ety >0

Ixy = 0 i
sinon

1. Déterminer k.

2. Déterminer les densités marginales fy de X et fy de Y.

3. Déterminer la fonction densité fz de V.A.R Z = /X2 + Y2

Exercice 3

On Considere (X,Y) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe
fxy définie par

f _ x%yQ siz>y>1
XY 0 sinon
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1. Construire le domaine du couple (X,Y).

2. On pose U = XY et V = £. Déterminer le domaine du couple (U, V)
et la fonction densité conjointe f(y1) du couple (U, V).

3. Donner les densités marginales fy de U et fy de V.
4. Les V.A.R U et V sont-elles indépendantes ?

Exercice 4

Si X et Y deux V.A.R indépendantes qui suivent une loi uniforme sur
[0,2]. Déterminer la fonction densité fg dela V.AR S =X —Y.

Exercice 5

Le couple de V.A.R (X, Y") est une variable aléatoire uniforme sur 2 C IR?
suivant
Q={(r,y) € R’ tel que0 <z <y<1}
1. Trouver la fonction densité conjointe de X et Y.

2. Trouver les densités marginales fx de X et fy de Y.

Exercice 6

On considere (X,Y) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe
fxy définie par

Fry = ke= 5" six>0ety >0
oY 0 sinon

1. Déterminer la densité marginale fx de X. En déduire la valeur de k.
2. Déterminer E(X), E(Y), E(XY) et cov(X,Y).

3. On pose T = ¥ et Z = £. Déterminer les densité de T et Z.

4. Déterminer E(Z), V(Z) et E(T).

Exercice 7

Soit (X,Y’) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe fxy définie
par

ey = %(x+3y)e‘$_2y siz>0ety>0
XY 0 sinon

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y ainsi que les lois condi-
tionnelles de Y si X =z et X siY =y.

2. Déterminer E(X), E(Y), E(XY) et cov(X,Y).
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Exercice 8

Soit (X,Y) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe fx y définie
par
! B %y sileet%Sygx
Y710 sinon
1. Construire le domaine du couple (X,Y).
2. Déterminer k. (Discuter selon 0 <y < 1lety > 1).
3. Déterminer les densités marginales de X et de Y.

4. Déterminer la densité conditionnelle de Y si X = z.

Exercice 9

Soit (X,Y) un couple de V.A.R de fonction densité conjointe fxy définie
par

Fey = kye "3 si0<y<az+1
oy 0 sinon

1. Construire le domaine du couple (X,Y’) et déterminer k.

2.0nposeU=X—-Y+1letV = %X. Déterminer le domaine la densité
conjointe du couple (U, V).

3. Déterminer les densités marginales de U et de V.

4. Les variables U et V snt-elles indépendantes ?

Exercice 10

Soient X et Y deux V.A.R indépendantes et de méme loi exponentielle

de parametre A (A > 0. Onpose U = X +Y et V = XLH,
1. Déterminer la densité conjointe du couple (U, V).
2. Déterminer les densités marginales de U et de V.

3. U et V sont-elles indépendantes ?
Exercice 11
Soit (X,Y’) un couple de V.A.R de densité

oy = [(1+ax)(1+ay) —1)e ™ vV gig>0ety>0
Y0 sinon

ou a €]0, 1[.
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Vérifier que f est une densité de probabilité.

Quelles sont les lois de X et de Y 7

Que valent E(X) et E(Y)?

Déterminer la loi coditionnelle de X sachant Y = y ainsi que E(X/Y =
Y)-

- W D=

Exercice 12

Soit (X,Y’) un couple de V.A.R de densité
fxy = Ae”ETHE (1) € R

1. Déterminer A, la loi de X et la loi de Y.
2. Calculer cov(z,y) et étudier I'independance de X et Y.

Exercice 13

Soient X et Y 2 V.A.R indépendantes et de méme loi de densité définie
par
tcos(z) silz| <2

fX;x'—>{0 sinon

Déterminer la fonction densité f; dela VAR Z = X +Y.

Exercice 14

Soient X et Y 2 V.A.R de densité conjointe définie par
2e 2% :
e~ <y <

fxiw'—>{ ~ s¥0<:1:<+ooet0_y_x
0 sinon

Calculer cov(X,Y).

Exercice 15

La densité conjointe de X et Y est donnée par

ief(w%) siz>0ety>0

0 sinon

o |

Calculer E(X) et E(Y') et monter que cov(X,Y) = 1.
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Exercice 16

Soient X et Y deux variables aléatoires coinjoitement continues de fonc-
tion densité conjointe de X et Y définie par :

o siz>0y>0et 22+9y?<1

k 2.2
fX,Y(x>y) = Tty

0 sinon

1. Déterminer k. Trouver les fonctions densités marginales fy de X et

fy de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Calculer E(X) et V(X).

2. Déterminer la fonction génératrice des moments ¢ x de X et en déduire
V(X).

3. Déterminer la fonction densité de X?2.
4. Calculer E(X?+Y?) et V(3X2+1).

Exercice 17 :

Soit f la fonction définie sur R? par :

{ flz,y) =ae ™ si —In2<2x<In2,0<y<1
flz,y) =0 sinon

Montrer que v = 1, pour que f soit une densité de probabilité.
Calculer les densités marginales de X et Y.

Préciser la loi de Y.

X et Y sont-elles indépendantes 7

Déterminer la fonction de répartition F' de X.

Montrer que X admet une espérance et calculer ’espérance de X.

On pose Z = | X|.
Déterminer la fonction de répartition G de Z.
Déterminer une densité g de Z.

No ot W

Exercice 18 :

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On définit les
variables S = sup(X,Y), et [ =inf(X,Y).

1. Exprimer la fonction de répartition de S et I en fonction de celles de
XetY.
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2. Préciser les densités de S et I lorsque X suit une loi exponentielle de
parametres A et Y suit une loi exponentielle de parametres .

3. Soient X; et X, deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant
une loi uniforme sur | — 1, 1[. Déterminer la densité de probabilité de
la variable X; + Xs.

4. Donner la loi de la variable T' = | X1 ].
5. Montrer que pour tout ¢ € [0,1], 0 < min(¢,1 —¢) < 3.

6. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire min(T', 1 —
T). En déduire la densité de probabilité de min(7,1 — T).



Chapitre 13

Fonction gnératrice des
moments

1 Définition et propriétés

Définition 1.1 Soit X une V. A. R., la fonction génératrice des moments
de X notée px et définie par : pour tout t € R tel que E(e'™) existe on a

px(t) =E(e").

Remarques :
1. Si X est une V. A. R. discrete finie :

ox(t) = ZemP(X = ;).

2. Si X est une V. A. R. discrete infinie :

—+00

px(t) =Y " P(X =u,).

i=1
3. Si X est une V. A. R. continue :

ext= [ e xtayin

o0
Propriétés :
Soit ¢x une fonction génératrice des moments associée a X alors :

1. pour tout ¢, @x(t) > 0.
141
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1600 = (Fex®) _ =E(X").
5. Soient a et b deux réels. Si Y = aX + b alors

pour tout t, @y (t) = e’ 'px(at).

Remarque : Pour calculer le moment d’ordre n, noté M, d’une variable
aléatoire X il suffit de calculer la dérivée n ieme de la fonction génératrice
des moments associée a X en 0.

Théoreme
L’application qui a la V. A. R. X associe sa fonction génératrice des moments
est bijective.

Conséquence : Si on a la fonction génératrice des moments d'une V. A.
R. X on peut alors retrouver la loi de X. Souvent dans les exercices on
procéde par identification en utilisant les fonctions génératrices des moments
des lois usuelles.

2 Fonctions génératrices des moments des lois
usuelles

2.1 V. A. R. discretes

e Loi binomiale

Soit X une V. A. R. qui suit la loi binomiale de parametres n et p, c’est a
dire X ~» B(n,p), la fonction génératrice des moments de la V. A. R. X est
donnée par :

n

pour tout t € R, @x(t) = [pet +(1-p)

e Loi géométrique
Soit X une V. A. R. qui suit la loi géométrique de parametre p avec p €0, 1],
c’est a dire X ~» G(p) , la fonction génératrice des moments de la V. A. R.

X est donnée par :
pe'
1 — pet

pour tout t €] — In(1/p),In(1/p)], x(t) =
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e Loi de Poisson
Soit X une V. A. R. qui suit la loi de Poisson de parametre A avec A > 0,
c’est a dire X ~~ P(\), la fonction génératrice des moments de la V. A. R.
X est donnée par :

pour tout t € R, px(t) = e 1),

2.2 V. A. R. continues

e Loi uniforme

Soit X une V. A. R. qui suit la loi uniforme sur [a,b], c’est a dire X ~~
U([a,b]), la fonction génératrice des moments de la V. A. R. X est donnée
par :

tb __ _ta

T st
pour tout t € R, ¢x(t) = (b—a)

1 st t=0.

e Loi exponentielle
Soit X une V. A. R. qui suit la loi exponentielle de parametre \ avec A > 0,
c’est a dire X ~» Fxp()), la fonction génératrice des moments de la V. A.
R. X est donnée par :

pour tout t < A, px(t) = ——.
A—t
e Loi normale
Soit X une V. A. R. qui suit la loi normale de parametres m et o (avec
o > 0), c’est a dire X ~» N (m, ), la fonction génératrice des moments de la
V. A. R. X est donnée par :

tm 0?42

pour tout t € R,  @x(t) =¢e™e 2 .

En particulier, si X suit la loi normale centrée (m = 0) réduite (¢ = 1) alors
la fonction génératrice des moments est donnée par :

»

t

pour tout t € R, px(t) =e?.

3 Fonction génératrice des moments de la somme
de deux V.A.R indépendantes

Théoreme
Si X et Y sont deux V. A. R. indépendantes tels que ¢ x la fonction génératrice
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des moments de X et py la fonction génératrice des moments de Y, alors la
fonction génératrice des moments de la V. A. R. X + Y est donnée par :

pour tout t € R,  oxyyv(t) = ox(t)py(t),

c’est a dire la fonction génératrcie des moments de la somme de deux V. A.
R. est donnée par le produit des fonctions génératrcies des V. A. R. X et Y.

4 Fonction génératrice des moments d’un couple
de variables aléatoires
Soient X et Y deux V. A. R., la fonction génératrice des moments du

couple (X,Y) noté ¢(x,y) est donnée par : pour tout (¢1,ts) € R? tel que
E(eX+2Y) existe :

PXY) (tla tz) = ]E(eth‘f‘th).

e 5i X et Y sont conjointement continues de densité conjointe f(x y) alors :

Py (tista) = / / ] e TTRY f vy (@, y)dady.
R

e Si X et Y sont discretes de probabilité conjointe {((z;,y;), pi;) tel que 1 <
i<n,1<j<m} alors:

n m
oxy)(t, ta) = Z Z ettt ip,

i=1 j=1

Propriétés : Soient X et Y deux V.A.R. et ¢(x,y) la fonction génératrice
des moments du couple (X,Y).
— Si X et Y sont conjointement continues de densité conjointe f(x v,
donnée par

0 sinon

faxn (@,y) = { f(z,9) si (x,y) € D,

alors
w(x’y)(tl’m:/ / e "R fix vy (@, y)dady.
D

— @x,y) est toujours définie en (0,0) et p(x,y)(0,0) = 1.
— pour tout m € N* et n € N on a:

8m+n§0(X,Y)

=EX™Y"
S (0.0) = ECX"Y™),
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en particulier pour m =1 et n = 1 on obtient :

82<P(X,Y)

— px(t1) = ey (t1,0) et oy (t2) = ©xy) (0, t2).
— Si X et Y sont indépendantes alors :

eyt t2) = px(t) gy (t2).

5 Exercices

Exercice 1

Soit X une V.A.R. qui suit la loi de binomiale de parametres n et p, avec
n > 2 et p€lo,1].

1. Calculer la fonction génératrice des moments de X.

2. En déduire la moyenne et la variance de X.

Exercice 2

Sachant que px(t) = =D pour tout t € R est la fonction génératrice

des moments d'une V. A. R. X. Calculer P(X = 2).

Exercice 3

Soient X et Y deux V. A. R. indépendantes tel que X suit une binomiale
de parametres n et p, Y suit une binomiale de parametres m et p.

1. Calculer la fonction génératrice des moments de X + Y.

2. En déduire la loi Z la somme des deux V. A. R. Z =X +Y

Exercice 4

Soient X et Y deux V. A. R. indépendantes tel que X suit la loi de
Poisson de parametre A;, Y suit la loi de Poisson de parametre A,.

1. Calculer la fonction génératrice des moments de X + Y.

2. En déduire la loi Z la somme des deux V. A. R. Z =X +Y
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Exercice 5

Soit X une V. A. R. a valeur dans N* tel que pour tout n € N* P(X =

n):%n

1. Calculer la fonction génératrice des moments de X.

2. En déduire la moyenne et la variance de X.



Chapitre 14

Inégalité de
Bienaymeé-Tchebychev, Loi
faible des grands nombres,
Théoreme de la limite centrale

1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1.1 Inégalité de Markov

Théoreme
Soit X une V. A. R. qui prend des valeurs positives, alors pour tout réel a
strictement positif (¢ > 0) on a :

E(X)

P(X >a) <

1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoreme
Soit X une V. A. R. quelconque alors :

Var(X)

pour tout A >0, P(|X —-E(X)|>\) < 2

Pour démontrer I'inégalité précedente, il suffit d’appliquer I'inégalité de Mar-

2
kovalaV. A R.Y = [X - IE(X)} pour a = A2.

147
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Exemple
Soit X une V.A.R. tel que E(X) = Var(X) = 20. Montrer que

P(0 < X < 40) > 0

On a0 < X <40 implique —20 < X —E(X) < 20 implique | X —E(X)| < 20.
Or P(0 < X <40) = P(|X —E(X)| <20) =1—- P(|X —E(X)| > 20). On
applique alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Var(X) 1
P(IX —E(X)|l > < = —

Ainsi on deduit que P(0 < X < 40) =1 — P(|X —E(X)| > 20) > >3

2 Loi faible des grands nombres

Théoréeme : Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
admettant la méme espérance m et la méme variance o2 non nulle, c’est a
dire pour tout n € N*, E(X,,) = m et Var(X,) = 0% Soit la V. A. R.

1 n
M,=->» X;.0 lors :
n; n a alors

pour tout & > 0, lim P( |M,, — m| > 5) =0,
n—oo

et lim P(|Mn —m| < g) ~ 1.
n—oo

Démonstartion : On a E(M,,) = E(X) (a cause de la linéarité de I'espérance).
En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut écrire :

Var(M,,)
P(M, ~E(M,)| 2 9) < VL)
Or E(M,) = m et Var(M,) = Var(%z SO nvar(xl) . On a utilisé le

fait que la variance d’une somme de variables mdependantes est égale a la

somme des variances. Ainsi on obtient :
o2
P(|M, —m|>¢) < —
ne?

La probabilité P(|M,, —m| > ¢) est donc majorée par une suite tendant vers
0 quand n tend vers oo, donc elle méme tend vers 0, ce qui prouve la loi
faible des grands nombres.

Remarque : Si on fait une série d’épreuves répétées X; indépendantes et
nombreuses de méme espérance m et de méme variance o2, il est probable
que la moyenne observée des X; est voisine de m.
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3 Convergence en loi et approximation

4 Convergence en loi

Définition 4.1 Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes et
prenant leurs valeurs dans N et X une V. A. R. a valeurs dans N (c’est a
dire X(Q2) = N). La suite (X,)nen converge en loi vers X, si el seulement
si, pour tout k € N, lim, . P(X, = k) = P(X = k).

Définition 4.2 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires continues telle
que Fx est la fonction de répartition de X,, et X est une V. A. R. continue
telle que Fx est la fonction de répartition de X. La suite (X,,)nen converge
en loi vers X, si et seulement si, pour tout x € R, lim, - P(X, < z) =
P(X < x), c’est a dire pour tout x € R, lim,, . Fx, () = Fx(x).

Proposition 14.1 Si (X,,)nen converge en loi vers X, alors pour tout a,b €
R avec (a <b) on a

limpooP(a < X, <b) = Pla< X <),

(X,) et X des V. A. R. discrétes ou continues.

5 Approximations

5.1 Approximation d’une loi binomiale par une loi de
Poisson

Soit A un réel fixé dans |0, 1[. Si (X,,)nen est une suite de V. A. R. telle que
X,, suit une binomiale de parametres n et %, c’est a dire X,, ~» B(n, %) La
suite (X,,) converge en loi vers une V. A. R. X qui suit une loi de Poisson
de parametre .

En pratique : Une binomiale de parametres n et p est approchée par une
Poisson de prametre A = np des que :

p<0.1,
n > 30,
np < 5.
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5.2 Approximation d’une loi hypergéométrique par une
loi binomiale

La loi hypergéométrique de parametres N,n et p notée H(N,n,p) peut
étre approchée par la loi binomiale B(n,p) de parametres n et p, dés que :
N > 10n, c’est a dire & < 0.1. Le quotient § s’appelle le taux de sondage.

6 Théoréme de la limite centrale (ou centrée)

Rappel : Soit X une variable aléatoire réelle admettant une espérance m et

une variance ¢ non nulle. La variable Y = £= est appellée variable centrée

et réduite associée a X. Elle vérifie : 7
EY)=0 eto(Y)=1.

Théoreme
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
de méme espérance m et de méme variance o2 (c’est a dire pour tout n € N,

E(X,) = m et Var(X,) = 02.) Soit la variable aléatoire S,, = ZXi' On a
i=1

Sp —E(S,)  Sp—nm
Var(S,) o\/n

V.A.R. qui suit une loi normale centrée réduite N(0,1). C’est & dire : pour
tout @ € R on a

alors : La variable aléatoire

converge en loi vers une

lim P

n—oo

(o

avec ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

< a) = ¢(a),

Remarque : En utilisant la linéarité de 'espérance et le fait que la variance
d’une somme de variables indépendantes est égale a la somme des variances
on montre que :

E(S,) =nm et Var(S,) = no®.

6.1 Approximation de la loi binomiale par la loi nor-
male

La loi binomiale de parametres n et p notée B(n,p) peut étre approchée
par la loi normale A/ (m, %) de parametres m = np et 0 = y/np(1 — p), des
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que :
n > 30,
np > 15,
np(l —p) > 3.

Remarque Cette approximation implique la substitution d’une variable
aléatoire continue (la loi normale) d’une variable aléatoire discrete (la loi
binomiale). Or si X est une variable aléatoire continue

P(X <x;)=P(X <ua).
et si X est une variable aléatoire discrete

Donc si on cherche P(X < z;) la détermination de la loi normal doit prendre
en cosidération une correction de continuité. Elle consiste a prendre une
valeur tabulaire de A(0,1) correspondant & une valeur de X égale & z; — 1.
Les corrections qui s’imposent lors du passage du discret en continue sont

pour toute les lois :

Discret Continue

PX <uz;) | P(X <z —3)
P(X <z;) | P(X < +3)
P(X>uwz) | P(X>u+3)
P(X>ux) | P(X > — 3)

6.2 Approximation de la loi de Poisson par la loi nor-
male

La loi de Poisson de parametre A notée P(\) peut étre approchée par la loi
normale N(m, 0?) de parametres m = X et ¢ = v/, deés que A > 20.

7 Exercices

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire admettant comme densité la fonction fx
définie sur IR par

Bre 2 six >0,

fx(z) =

0 sinon.
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1. Détérminer § pour que fx soit une densité de probabilité.

2. Montrer que la variable aléatoire Y = X? suit la loi exponentielle de
1

parametre 3.

3. a) Déterminer la fonction génératrice de moments ®y de Y.

b) Effectuer le développement en série entiere de ®y sur | — %,

[

N[ =

)
¢) En déduire le moment d’ordre n de Y.
d) Donner la valeur de l'integrale f;oo x"e *dx.

4. On considere la suite (Y},), de variables aléatoires indépendantes, de
méme densité de probabilité que la variable aléatoire Y. On pose S,, =

zn:Yn, n € N*.
n=1

Sp—2
a) Montrer que ( n

2y/n
b) Que vaut lim P(S, >2n)?

n—-+o0o

> converge vers une loi qu’on précisera.
n

¢) Soit A un réel strictement positif. En utilisant 'inégalité de Tche-
bychev, montrer que pour tout entier naturel n, il existe A(n) tel
que

P(|S, —2n| < n)X) > A(n).

d) En déduire que lim P(|S, —2n| < n)) = 1.
n—+oo

Exercice 2

On répete n fois le lancé d’une piece dont la probabilité d’obtenir pile est
p. Soit S, la v.a. qui compte le nombre de fois ou I'on obtient pile.

1. Quelle est la loi de la v.a. S, 7

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Comment s’interprete la quantité Sn/n?
4

. Montrer que pour tout £ > 0,
S

(P —
n

quand n — 4o00.

5. Interprétez ce résultat.
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Exercice 3

Soient un entier n supérieur ou égal a 2 et n variables aléatoires indépendantes
Zy, Loy ...y L, suivant toutes la loi géométrique de parametre p. on considere
la variable aléatoire S, = 2(Z; + Zy + ... + Z,,)

1. Déterminer I'espérance m et ’écart-type o, de S,,.

2. Montrer que 1151_1 P(0 < S, —m < 0,) existe et exprimer sa valeur a
n—-+0oo

L,
I’aide de/ e zdx.
0

Exercice 4

Soient X une VAR de fonction densité de probabilité fy définie par :

2r s1 O<ax<1

fX(x){ 0 sinon

et Y une VAR qui suit une loi uniforme sur | — 1, 1[. On suppose que X et
Y sont indépendantes et on pose Z = XY.

1. Déterminer la fonction génératrice des moments ¢z(t) de Z.

2. Effectuer le développement limité a l'ordre 2 et au voisinage de 0 de
¢z(t) et en déduire E(Z) et V(Z).

3. On considere la suite (Z,), de VAR indépendantes de méme densité

que la VAR Z. Pour n € N*, on pose S, = Z L.

n=1

(a) Montrer que % converge vers une loi qu’on précisera.
b t lim P ?
(b) Que vau dim (S, >0)

(c) Soit A un réel strictement positif, en utilisant 'inégalité de Tche-
bychev montrer que

P(|Sn| > nA) < A(n)

ol A(n) est une fonction de n a déterminer.
(d) En déduire que lim P(|S,| > n\) = 0.
n—-+0oo

4. Calculer P(X2 +Y?< 1).
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Tables

Intégrale (t) de la Loi Normale Centrée Réduite N (0; 1).

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On a
alors la fonction densité de probabilité est donnée par :

1 22
pour tout z € R, fz(z) = e 7.

V2r

La fonction de répartition F; noté ¢ :

ot) = P(Z < 1) :/_ = e p(—h) = 1- ()
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0.9678
0.9744

0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761

0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767

2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
29

0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
1.0000

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
1.0000

0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000




