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INTRODUCTION GENERALE

En vue de I'obtention de I'habilitation a diriger les travaux de recherche, je présente dans
ce mémoire mes travaux de recherche effectués aprés ma these de Doctorat jusqu’a mes
derniéres publications en tant que maitre assistant a la Faculté des Sciences de Tunis et
maitre de conférences contractuel a I'université de La Rochelle.

Ce manuscrit ce compose de six chapitres qui sont la syntheése de mes travaux publiés
aprés 2008. Le premier et le deuxieme sont une introduction générale de la méthode de
Boltzmann sur réseau.

Le troisiéme chapitre est consacré a I'étude de consistance de la méthode LBM. |l s’agit
de dériver les EDP équivalentes (macroscopiques) a partir d’'un schéma LBM donné.
Ensuite une application de la méthode LBM pour les probléemes de diffusion isotrope
et anisotrope est présentée. On présente aussi une méthode pour evaluer le gradient
discret et les flux dans le cas de diffusion isotrope et anisotrope. Les résultats sont validés
numériquement et les performances de la méthode sont comparées a d’autres méthodes
numériques.

Le quatrieme chapitre concerne les paramétres quartiques (dits "magiques") pour les
conditions aux limites de la méthode LBM. En effet, en utilisant les développements
asymptotiques de Taylor (étude de consistance), dans le cas ou on utilise un schéma
LBM a plusieurs temps de relaxation (Multiple Relaxation Time, MRT), il existe un jeux de
paramétres du schéma pour lequel le schéma au bord est exact a I'ordre deux. Ainsi le
schéma LBM devient exact pour des solutions polynomiales de degré deux (i. e. type Poi-
seuille) d’ou I'appellation "magiques”. Ce résultat a été trouvé en premier par Ginzburg et
Alder en 1994, en utilisant les développements type Chapman-Enskog.

Le cinquiéeme chapitre traite I'analyse des conditions aux limites type rebond (dites
"bounce-back") pour la méthode LBM. Ces conditions aux limites sont utilisées pour impo-
ser une condition de Dirichlet sur la vitesse dans le cas LB pour les fluides et pour impo-
ser une condition type Neumann sur la température dans le cas LB pour la thermique. Ici
une nouvelle méthode d’analyse du schéma LB au bord, basée sur des développements
asymptotiques de Taylor, est utilisée pour le bounce-back et pour les transferts paroi. Ces
développements sont ensuite validés numériquement sur un cas test non trivial.

Le sixieme chapitre concerne des applications de la méthode de Boltzmann a la mé-
canique des fluides et la thermique. En particulier, le probléeme de la cavité chauffée
naturellement est considéré. Pour cela la méthode LBM est utilisée deux fois avec deux
populations différentes : une pour modéliser le fluide et une pour modéliser la thermique.
Un maillage trés fin est utilisé ainsi que des calculs paralléles type "Message-passing-
Interface" (MPI) sur CPU et sur carte graphique (GPU), afin de valider numériquement
la méthode et de comparer les résultats obtenus aux autres méthodes numériques type
spectrales et volumes finis. Ensuite la méthode LBM est utilisée pour modéliser une ca-
vité chauffée naturellement mais avec un coefficient de diffusion thermique non-isotrope.

Le septiéme chapitre étudie le mécanisme de dissipation de la méthode LBM lors de
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la modélisation des ondes acoustiques. En effet le cas test du coup de bélier dans une
conduite d’eau est considéré. Ce probléeme génere une onde (de pression) acoustique qui
se propage le long de la conduite. La méthode LBM est utilisée pour modéliser les ondes
acoustiques. Les différents cas tests démontrent que la méthode LBM peut étre utilisée
pour I'acoustique, mais on constate que les ondes a haute fréquences sont dissipées.

Le huitiéme chapitre présente une application de la méthode LBM au traitement d’'image.
En effet la méthode est utilisée pour modéliser le terme de diffusion qui apparait dans
les EDP de Allen-Cahn. Une des difficultés qui apparait dans ce type d’application a
3 dimensions d’espace est comment régler les différents paramétres du schéma MRT.
Sachant que certains de ces paramétres n’apparaissent pas dans les EDP équivalentes
(au moins jusqu’a l'ordre deux), il faut bien les fixer sans perdre la stabilité du schéma.
Enfin une autre difficulté qui elle est liée a I'application, nous force a choisir une trés
petite diffusion pour avoir des résultats compétitifs d’identification de contour. Lidée est de
choisir un jeu de paramétres LBM qui assure une exactitude du schéma a I'ordre quatre.
Ceci a permis de fixer tout les paramétres LBM, en minimisant la diffusion numérique tout
en restant stable.
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INTRODUCTION

En 1973, apparaissent les automates cellulaires, les gaz booléens sur réseau proposés
par Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP73]. En effet dans cette méthode [FdH87]| I'espace,
le temps, les vitesses et le nombre de particules présentes a un instant donné en un point
donné sont discrets. Ainsi I'évolution continue d’un fluide décrite au niveau mesoscopique
via I'équation de Boltzmann [Bo1872]

of of 3 3
=ty =0(f), xeR, veRLi>0, (1.1)

se traduit par deux étapes fondamentales :
— l'étape de propagation : c’est le transport des particules avec leur vitesses dis-
cretes vers les noeuds voisins.
— l'étape de collision : si des particules se rencontrent sur le méme noeud, leur
nouvelle vitesse/direction sera déterminée par des régles de collisions.
Ainsi on dispose d’'un simulateur, trés simple de point de vue programmation/algorithme
sur ordinateur, pour modéliser les écoulements fluides. Cependant, les automates cellu-
laires souffrent de plusieurs défauts qui ont limité leur développement : bruit intrinséque,
valeur imposée a la limite des coefficients de transport et non respect de l'invariance de
Galilée.
Lidée de la méthode de Boltzmann sur réseau, plus connue par I'acronyme LBM (Lattice
Boltzmann Method), apparait d’abord dans les travaux de Mac Namara & Zanetti [MZ88],
a la fin des années quatre-vingt. En effet cette nouvelle idée, consiste a garder un réseau
discret, sans perdre le caractére de simplicité de l'algorithme, et a introduire la distribu-
tion de la masse (une variable continue) f qui décrit la population moyenne sur un site
donné du réseau, ayant une vitesse discréte imposée par le réseau (maillage). Si on note
x I'espace, t le temps et (v;) 0 < j < Jles J vitesses discretes associées au réseau, une
forme discréete de I'équation de Boltzmann continue, s’écrit :

filx +vi,t + 1) = fi(x, 1) + Qi(f)(x,1) (1.2)

ou x désigne un site du réseau.
Remarques :

— Lapproche de Higuera, Succi et Benzi [HSB89], consiste a réécrire 'opérateur de
collision Q de I'Eq. (1.2))). En effet, on dispose d’une distribution d’équilibre f*¢(x, 1)
et d’'une matrice de collision S;; qui permet d’écrire le i-eme terme de I'opérateur
de collision Q;(f) sous la forme :

J
Qi(f) = Zsi,-<ﬁ — £ (1.3)

j=0
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— Le schéma décrit I'évolution entre les instants ¢ et 1+ 1, ce qui sous entend que
le pas de temps At vaut 1 et le pas d’espace Ax vaut aussi 1. Ce choix s’explique
par le fait que la communauté des physiciens a gardé des automates cellulaires
I'emploi d’'un pas de temps et d’'un pas d’espace unité.

— Lapproche Higuera, Succi et Benzi [HSB89], découle de I'approximation dite BGK
(Bhatnagar-Gross-Krook) de I'opérateur de collision Q(f) de I'’équation par
%(f — f*9) (ou T est un temps cractéristique).

Depuis, ces modeles ont connu un développement intensif et la méthode est maintenant
considérée comme un moyen indépendant pour simuler la mécanique des fluides. En
effet la figure [T.1] montre la tendance du nombre d’articles publiés relatifs & la méthode
LB par année depuis 1990.

1400 600

Trend of publications by year
1200 L 500
m— TP

1000 4
—&—China - 400

800
—a—USA L 300

600 - UK

+ 200
400 -

Number of total publications (TP)

+ 100
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FIGURE 1.1 — Tendance du nombre d’articles publiés relatifs a la méthode LB [LLF20]

Des travaux approfondis [BSV92, |ICD98a, |(CD98b, [Ra04), [RZ97, [Su01, [STO06, Wo00),
YMO3| Zh04] couvrent les différents aspects de la théorie et les applications de cette
méthode. Le tableau[1.7] montre le 20 premiers domaines ou la méthode LBM est la plus
utilisée.

Mais la plupart des travaux se limitent a 'opérateur trés particulier de collision a un
seul temps de relaxation dit BGK (Bhatnagar-Gross-Krook). On note que la méthode
LBM est obtenue a partir de la discétisation de I'équation de Boltzmann continue
pour modéliser des (EDP) Equations aux Dérivées Partielles (équation de la chaleur,
Naviers-Stokes, etcs ...). Mais, ici se cache une des difficulté majeur de cette méthode,
qui est relativement trés simple de point de vue algorithmique, mais demande beaucoup
de travail pour comprendre ce qu’on est en train de résoudre réelement (la vraie EDP
macroscopique). C’est a dire, il faut faire des calculs de consistance, a priori, de la
méthode LBM pour comprendre ce qu’on est en train de résoudre réelement a I'échelle
macroscopique. Enfin, on ne dispose pas, aujourd’hui de théoréme de convergence de
la méthode LBM. En effet il n’existe pas de preuve/théroéme de stabilité de la méthode
que dans des cas particuliers simples en une dimension d’espace.

Depuis 2008, aprés la soutenance de ma thése de doctorat, je me suis intéressé,
dans un premier lieu, a des aspects théoriques de la méthode du type consistance et
équations macroscopiques équivalentes. Cela a permis une meilleure compréhension
de la méthode LBM, de developper aussi un outil d’étude des conditions aux limites et
d’avoir de nouveaux résultats. Dans un deuxiéme lieu, jai aussi appliqué la méthode



Rank Research area TP TPR% TC ACPP
1 Mechanics 2515 27.02 49673 19.75
2 Physics, Mathematical 1860 19.98 62225 33.45
3 Physics, Fluids & Plasmas 1583 17.01 56481 35.68
4 e mputer Seience, 1367 14.69 31129 2277

nterdisciplinary Applications
5 Thermodynamics 1236 13.28 20939 16.94
6 Engineering, Mechanical 1058 11.37 17298 16.35
7 Physics, Multidisciplinary 806 8.66 21299 26.43
8 Engineering, Chemical 711 7.64 15993 22.49
9 Chemistry, Physical 582 6.25 13123 22.55
Materials Science,
10 Multidisciplinary 532 5.72 9847 18.51
11 Mathematics, Applied 493 5.30 6572 13.33
12 Mathematics, mte_rdisciplinary 408 438 5458 13.38
Applications
13 Energy & Fuels 357 3.83 8236 23.07
14 Physics, Applied 318 342 3831 12.05
15 Engineering, Multidisciplinary 290 3.12 3112 10.73
16 Water Resources 239 2.57 5892 24.65
17 Physics, Atomic,_ Molecular & 199 214 6277 31.54
Chemical
18 Nanoscience & 192 2.06 2738 14.26
Nanotechnology
19 Physics, Condensed Matter 172 1.85 2638 15.34
20 Multidisciplinary Sciences 167 1.79 3885 23.26

TP total papers, TPR% the percentage of papers of journals in total publications, 7C total citations, A CPP average citations per publication.

TABLE 1.1 — Les 20 premiers domaines de recherche qui contribuent a la recherche
scientifique utilisant la méthode LB. [LLF20]

LBM pour des problemes suivants : diffusion anisotrope, convection naturel dans une
cavitée chauffée, acoustique et traitement d’images.
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LA METHODE LBM A PLUSIEURS
TEMPS DE RELAXATION DITE MRT

On va rappeler ici le schéma de Boltzmann sur réseau[DuQ7] (a plusieurs temps de
relaxation dit MRT) de la fagon la plus générale. En particulier, en gardant un pas de
discrétisation d’espace Ax et de temps Ar quelconques, alors qu’ils sont figés a la valeur
unité (i.e. Ax = Ar = 1) dans les traitements usuels des physiciens.

Notations : Soit Q un domaine borné de R¢ et £ un maillage régulier de pas Ax > 0.
On note £° = {x; € (AxZ)?,1 < i < K} 'ensemble des K sommets ou sites (€léments
géométriques de dimension zéro) et £! 'ensemble des arétes (éléments géométriques
de dimension un) qui joignent les éléments de £°.

Soit x € L°, on définit 'ensemble V, des voisins du sommet x. On a alors : V, = {y; €
Lo;yj =x+ejAx; 0 < j< J}, ouJ estle nombre de sommets voisins directs de x, et les
e; sont des vecteurs donnés de R¢.

On suppose que le nombre de voisins J est fini et indépendant du sommet x. Ainsi pour
tout sommet x € £°, on a pour tout j € {1,2,...,J}, x + ¢;Ax = y; € L°. On suppose aussi
gu’on a des propriétés de symétrie centrale par rapport au sommet x :

ey = 0
Vie{l,2,....J}, 3o(j) e {1.2,....J}; ex(jy = —ej.

On cite ici quelques exemples de réseau régulier :
e Le modele D1Q3 modéle monodimensionnel a 3 vitesses discretes (i.e. J=2). Les vec-
teurs e; sont donneés par : ep = (0,0),e; = (1,0),e2 = (—1,0), (voir Fig. 1).

2 0 1
| | |
| | |
_

AX

FIGURE 2.1 — Réseau du modele D1Q3

e Le modeéle D2Q9 est un modéle bidimensionnel a 9 vitesses discrétes (i.e. J = 8). Les
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vecteurs ¢; sont donnés par (voir Fig.[2.2) :

e = (0,0),
e1z,ea = (£1,0),(0,£1), (2.1)
€56,7.8 = (i], i])
6 2 5
\
3 1
0
\ AX
7 4 8
AX
<>

FIGURE 2.2 — Réseau du modele D2Q9

e Le modéle D3Q19 [dHGMO02] tridimensionnel a 19 vitesses discretes (i.e. J = 18). Les
vecteurs c; sont donnés par (voir Fig. :

co = (0,0,0),
c12,034,656 = (+1,0,0),(0,%+1,0),(0,0,=+1),
€7..10-C11,.14,¢15.18 = (£1,£1,0),(0,+1,+1),(+1,0, £1).

Soit At > 0 un pas de temps fixe. On définit une échelle de vitesse :

_ Ax
=

On introduit alors les vitesses discrétes définies par :
v = Aej, 0<j< U
Ainsi si x est un nceud du réseau, alors le point x + Az v; est un nceud du réseau :
xe ' — x—i—Atvje.EO, Vi=1,2,...,J

On note que I'ensemble V, des voisins du nceud x contient J + 1 voisins : En effet, il y a
les J voisins directs associés aux vitesses v;, 1 < j < J et le noeud x lui méme associé a
la vitesse discréte nulle vy.

Le schéma LBM :

Le schéma LBM décrit la distribution des particules f;(x;,7) en x; de vitesse v; a l'instant
t. En chaque noeud du réseau, on dispose de J + 1 distributions f;. Lévolution, en un pas
de temps At, se compose de deux étapes fondamentales :
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FIGURE 2.3 — Réseau du modéle D3Q19

1. Advection : transport des particules vers les J + 1 voisins,
2. Collision : redistribution des f; dans chaque noeud.
Ces deux étapes sont décrites par I'équation suivante :
filx,t+ A1) = fF(x—viAt, 1), 0<i<J—-1,xeL, (2.3)

ou l'indice * désigne les quantités aprés collision. Soit x; € £° un noeud du réseau, on a
alors la définition naturelle de la masse p, I'impulsion ¢ et I'énergie cinétique e :

J
plxit) = ) filxi1) (2.4)
=0
JJ
q“(xi,t) = p(xi, Hu® (x5,1) = Z Vifi(xi 1), 1 <a<d, (2.5)
=0
Jl )
e(xi,t) = EZ ;|2 fi(xi 1), (2.6)

ou v;.’ sont les composantes cartésiennes des vitesses discrétes du réseau. On introduit
I'espace vectoriel V.= R’/*! engendré par les vecteurs e;,0 < j < J.

e Etape de collision Cette étape modélise I'indice = dans I'équation (2.3), elle est locale
en espace. Il est commode de décrire cette étape dans I'espace des moments [dH92].
On introduit les moments m; comme étant des combinaisons linéaires des f;, soit :

J
me =Y My fi. 0<k<1, (2.7)
j=0

ouU (M, j)o<k, j<s €St une matrice dans M;(R). On distingue alors deux types de moments :
e Les moments conservés : Le choix du nombre des moments conservés va détermi-
ner le nombre d’équations hydrodynamiques. Pour modéliser les écoulements fluides ou
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on a d + 1 équations scalaires macroscopiques (I'équation scalaire de conservation de
masse et I'équation vectorielle de conservation de vitesse), on a besoin de d+ 1 moments
conserveés. Ainsi on introduit les variables conservées la masse p et I'impulsion ¢ :

px(xist) = p(xi,t)
g5 (xit) = q*(xi1), Va=1,2,....d,

ou l'indice = désigne les quantités apres collision.

Remarque : Avec d + 1 moments conservés, on n’a pas d’équation macroscopique pour
I'énergie, qui n’est pas conservée. On parle alors de modeéle athermique. Si on ajoute
la conservation de I'énergie, on devra utiliser d + 2 moments conservés et on obtiendra
d + 2 équations macroscopiques (e. g. modele avec effets thermiques [dH92]). Dans
le cas du probleme d’advection-diffusion d’une quantité scalaire (e.g. équation de la
chaleur), ou on a une seule équation macroscopique, on a seulement un scalaire p qui
est conservé au cours de I'étape de collision.

On définit le vecteur W composé par les moments conservés :
W(x,1) = (p(x,1),¢" (x,0),....q%(x,1)). (2.8)
Pour 0 < k < d, on prend les m; identiques aux moments conserveés :
my=p, my=4q", l<a<d
Ainsi les d + 1 lignes de la matrice M = (M. j)o<k,j<s Sont fixées :
Mo =1, Ma,jzv‘;, 0<j<J, 1<a<d (2.9)

e Les moments non-conservés : On suppose que les moments non-conservés relaxent
linéairement vers leur valeur d’équilibre :

d eq 1 eq
E(mk_mk)+;k(mk_mk):0’d+1<k<‘]’

ou 7y et mz" sont respectivement le temps de relaxation et la valeur d’équilibre du moment
my. Les moments a I'équilibre mZ",d + 1 < k < J sont fonction des moments conserveés :

m! =¥ (W), d+1<k<J (2.10)
Pour les moments conservés (i.e. k < d),ona :
mzqzmk, 0<k<d. (2.11)
En utilisant le schéma d’Euler explicite pour I'évolution des my, par collision, on trouve :
mi(x,1) = (1 = sp)me(x, 1) + sim ! (x,1), d+1<k<J, (2.12)

ou s; = f—k’ est le rapport entre le pas de temps Ar et le temps de relaxation 7. On

remarque ici qu’'on a la condition naturelle de stabilité du schéma d’Euler explicite [St86] :
0 < Ar <21y
On suppose alors que les taux de relaxation vérifient :

0<sp <2, d+1<k<J
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On choisit les moments my, sous la contrainte que la matrice M = (M ;)o<k,j<s €St inver-
sible. Ainsi on définit 'espace des moments M en bijection avec I'espace V.

M \Y — M
(2.13)
f=Uofisonf1) = Mf)=Mf=m= (mo,m,...,my),

Pour une valeur donnée des moments my, on peut calculer la distribution f correspon-

dante :
J

fi= 2 M N me, 0<j< .
k=0
ou (M;k])()gj’kgj = M~! est la matrice inverse de la matrice M.
Pour une distribution donnée f, on calcule les f* aprés collision de la maniere suivante :
On passe a I'espace des moments M :

J
m = Y (M) jfi,
j=0
ensuite on applique (2.12), et finalement on revient a 'espace des V :

J
[E=Y M Y emi, 0< i<,
k=0

» Etape d’advection Cette étape décrit le déplacement des particules de vitesse v; du
noeud x; € L0 vers le j#M€ voisin x; + v;Ar € £0. La densité fj(x; + v;At,t + Ar) est égale
a la densité collisionnée /7 (x;, 1) du nceud x; au temps ¢ :

filxi +viALt+ A1) = fE(xi ), 0<j<J. (2.14)

On peut interpréter le schéma de transport (2.14) comme un schéma décentré amont
pour I'équation d’advection :
0
U yvr=0, o0<j<i
ot
avec un nombre de Courant-Friedrichs-Lewy égal a l'unité. Il est classique[St86] de voir

que cette étape est exacte.

CONSISTANCE ET EQUATIONS EQUIVALENTES

Dans mes travaux, I'étude théorique de consistance de la méthode LBM est basée
sur un développement de Taylor générique a l'aide de la méthode de I'’équation aux
dérivées partielles équivalente. Cette méthode est proposée par Dubois en 2005 (voir
[Du07, IDu08al). Elle permet d’obtenir de maniere formelle un développement de type
"Chapman-Enskog" [CC70] du schéma ou le petit paramétre est simplement le pas de
discrétisation. A l'ordre zéro, le gaz sur réseau est a I'équilibre thermodynamique, a
I'ordre un, il vérifie les équations d’Euler de la dynamique des gaz et a I'ordre deux les
équations de Navier Stokes. Les ordres supérieurs permettent une compréhension de
I'effets des paramétres non physiques de la méthode LBM et d’améliorer I'ordre de pré-
cision du schéma en volume. On peut aussi appliquer cette méthode de développement
de Taylor au schéma au bord pour analyser les différents conditions aux limites.
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STABILITE

La méthode LBM ne posséde pas a priori de propriété de positivité générale et la stabi-
lité de la méthode est en conséquence réduite aux "petites" perturbations autour d ?une
valeur constante. Toutefois, on peut montrer la stabilité numérique de la méthode [LLOO]
en utilisant une analyse a un point type Von Neumann, bien sur pour un cas test donnée
et pour un jeu de parameétres donné.



3

EQUATIONS DE LA DIFFUSION
ANISOTROPE

Ce chapitre est consacré a la modélisation de la diffusion anisotrope. On montre que
la méthode LBM est capable de modéliser des problemes de type chaleur avec des
coefficients de diffusion thermique fortement anisotropes. Les résultats obtenus sur un
benchmark sont comparés a d’autres méthodes numériques. Loutil essentiel d’analyse
est la méthode développement de Taylor [Du07), [Du08a] pour les EDP macroscopiques
équivalentes.

EQUATIONS EQUIVALENTES

Le schéma de Boltzmann sur réseau est entierement défini par les relations e12),
(2.10), et le vecteur des moments conservés W. On dispose alors d’'un grand
nombre de paramétres : la géométrie du maillage régulier £° de pas d’espace Ax, le pas
de temps At, la matrice des moments M, le nombre des moments conservés, les temps
de relaxation s et les fonctions d’équilibre ¥.

Remarque : On note ici, que le grand nombre de paramétres dont dispose le schéma
MRT LBM, est une richesse de la méthode. En effet, LBM avec un seul temps de
relaxation (SRT), dit aussi "BGK", est un cas particulier de MRT. En plus parmi ces
parametres sont soit fixés par le probléme a modéliser soit libres (i.e. ne jouent aucun
rble dans les équations équivalentes d’ordre deux). Ces paramétres libres sont choisi de
maniére a assurer la stabilité du schéma, augmenter 'orde de convergence en volume
ou améliorer la précision du schéma au bord.

On considere ici le modéle bi-dimentionel a 9 vitesses (D2Q9). Pour ce modéle on choisit

15
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alors les 9 moments suivants :

8 8 8
i=0 i=0 i=0
4 8 4 8
my = —Afg— D fit2> fu ma=4fo—2 fi+2D S
i=1 i=5 i=1 i=5

ms = 2(fi—=f)+f—fo— it S
me = 2f—fa)+fs+ fo— f1—fs
m = fi—f+fi—f et mg = fs — fo + f1— fs»

ou cf est la a-ieme composante du vecteur c; et A est la vitesse du réseau (voir Eq.
). On note que ces moments ont un sens physique [LLOQ| : En effet my = T re-
présente la température (densité), m;, m, sont les flux de chaleur selon les directions
x et y, m3 est I'energie, my est le carré de I'énergie, ms, mg sont le flux d’énergie selon
les directions x et y et m7, mg sont les moments tensoriels d’ordre deux. Pour modéliser
I'équation de la chaleur seul le moment mg est conservé car on a une seule équation ma-
croscopigue scalaire. En ce qui concerne les autres moments (non-conservés) [HCB54],
on suppose qu'ils relaxent vers leur valeurs d’équilibres selon I'équation (2.12). La dis-
tribution d’équilibre m;? des moments non conservés dans I'équation (2.12)) déterminera
'équation macroscopique du schéma. En effet en prenant la distribution d’équilibre dé-
crite par : qu = 0, m;q =0, mgq = aT, mzq = BT, mgq =0, mgq = 0, m;q = a,,T et
mg”’ = ayT, et en utilisant les développements de Taylor [Du07] ou bien la méthode de
Chapman-Enskog [CC70\ [FdH87] on obtient I'équation de diffusion suivante a l'orde deux
en Ax .

%f — div(KVT) = O(Ax)>. (3.1)
ou K = (ki j)1<i j<2 est le tenseur de diffusion avec
k= %"‘(;—] )@+t 3a),
ko = k= %(Sll Siz— 1)ayy,
ky = %(:—2 - %)(4 + @ — 3d,y).

Remarques : Léquation (3.1) montre que LBM, est capable de modéliser une équation
de diffusion anisotrope. D’'un autre coté on remarque qu’il y a des paramétres LBM qui
n‘apparaissent pas dans I'équation (3.1). Cela signifie que la méthode dispose de pa-
ramétres libres qui n'ont pas d’effet physique et qui peuvent étre fixer dans le but de
d’assurer la stabilité et/ou d’augmenter I'ordre de précision de la méthode.

Dans le cas ou a,, = a,, = 0 et s = s, = s on obtient 'équation de diffusion isotrope :

T _Kat - O(Ax)?,

ot
ouK = W(l — 1) est le coefficient de diffusion.

s

On note que, si on prend m{? = av,T et m5! = v, T, 'équation équivalente du schéma est
I'équation de convection-diffusion [GdHQ7] :

% +v.VT — KAT = O(Ax)?, (3.2)

ou v = (vy,vy) est le champ de vitesse.
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CONDITIONS AUX LIMITES

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux conditions aux limites pour la méthode LBM. Soit
le bord 0Q qui coupe 'aréte entre le nceud fluide x;, et le nceud extérieur x, = x, — Ax (voir

la Figure [3.7).

AX Q

e
Xb
o
O
~—

—_—

AX 29

FIGURE 3.1 — Une aréte du bord qui coupe le lien entre le nceud x; et le nceud x.. Le
noeud x;, est un nceud (intérieur) fluide qui a au moins un nceud voisin x;, + v;Ar qui n’est
pas fluide. Le nceud x, est un nceud fictif a I'extérieur du domaine fluide.

A linstant ¢ + Az, on doit définir la distribution inconnue fi (xp, t + At) = f*(x,,t) qui arrive
du noeud x,. Ainsi ce choix de la distribution va déterminer les conditions aux limites. Ici,
on s’intéresse aux conditions limites de type Dirichlet sur le bord 0Q qui coupe le lien
entre x, et x, en x, + % (half way boundary condition).

Proposition '. Dubois, Lallemand, Tekitek [1]

Pour imposer la température donnée T (x, + &) sur le bord 6Q dans la configuration de
la Figure[3.1) a I'ordre 1 en At on applique le schéma suivant :

filxp,t + At) = —f3(xe, t + Af) + 3 (4 — @ — 2B + 9a, )T (x. + 5.

fs(xp,t + Af) = — fr(xe, t + Af) + 3 (4 + @ + 2B + 9a,y,) T (xe + §).

fs(xp,t + Af) = — fo(xest + Af) + 3 (4 — @ — 2B — 9ay,) T (xe + §).

Remarque : On note que, si on a des conditions aux limites de Dirichlet homogénes
(i.e T(x, + Ax) = 0) on retrouve les conditions aux limites classiques dites "anti-bounce
back" [16].

GRADIENT ET FLUX DE TEMPERATURE

La méthode de Boltzmann posseéde plusieurs paramétres/variables par noeud si on la
compare aux méthodes numériques classiques telles que les volumes finis, différences
finies, etc ... Ainsi, la méthode LBM nous procure beaucoup d’informations par nceud sur
la solution. En effet pour le probléme de diffusion on a : la solution T, la dérivée premiere
et seconde en espace de T pour tous les nceud du réseau. En plus la méthode nous
donne aussi les flux le long des interfaces entre les volumes de contrdle K (ou K est un
carrée de cbté Ax et de centre un nceud x).

Proposition 2. Dubois, Lallemand, Tekitek [1]
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Le gradient de la solution sur le nceud x; a l'instant t est donné par :

6 4+a-3 XX it) — 6 Xy it
a—T(xl‘,t) = (s1 4+ @ = 3axfm(xi.1) S22 (X )) + O(Atz), (3.3)
ox At (4 + @)? — (a2, + a%)
T 6 (6s1ay i) — 4 + a + 3ayy it
9T (xit) = (61 (xi1) — s2[4 + @ + dax] ma(xp 1)) o(AR). (3.4)
dy AtA2(4 + @)? — 9(d?, + a%)

Remarque : On peut calculer I'expression du gradient T en utilisant les moments ms et
me.

Proposition 3. Dubois, Lallemand, Tekitek [1]]

Les dérivées secondes en espace de la solution T sur le nceud x; a l'instant t sont don-
nées directement par le schéma en fonction de ms, m; et mg.

En effet on a les développements suivant a 'ordre deux des moments non conser-
vés [Du08bj :

1 4 3 -3 o’T
m3:ap—|—At2 =+ 03 P 0'1M+0'5a+ﬁ xx +
2 6 3 0x?

4 3 +B+3 o’T °T
+<0’2 +a6+ axx+0_6a' B3 axx>_+(0'1+0'2+0'5+0'6)axya_xy s

)2
1 A2 4+a+3 +B-3 T
m7:axxp+Al2 <—+O’7>—|:<0'1 < axx—0'5a B axx)

2 3 6 3 ox2

a+pB+3a 44 a—3a 0°T *T
+<0_6 o xx> 6’_yz+ (o —0'2+0'6—0'5)axya—xy ,

3 6
1 A2 °T ’T

= +A2 (S + = (o2 + — + (201 + — +
mg = dyyp (2 0'8) 3 [( 02 + 06 )dy 72 (201 + 05)axy P
4 + a + 3ay 4+ @ — 3ay a+ B —3ay @+ B+ 3ag\ AT

o1 3 + 0> 3 + 05 3 + 06 3 .

Oxy

. , , , L s P . . y , 2 2 2
A l'aide d’opérations algébriques élémentaires on obtient I'expression de ZTZ 667{ et 2L

oxy
en fonction de ms, m; et mg.

On note qu’on peut aussi avoir I'expression des dérivées secondes en espace de la
solution T en fonction de my4, m; et mg.

Ax

o
Z
o
of

X
20 o

FIGURE 3.2 — Interface (SN).
Le flux a l'interface (S N) entre deux noeuds du réseau x, et x; = x, + Ax peut étre donner
par :
A
Jsn(xg + %,H At) = A (fi(xg, 1+ Af) — f5(xg 1 + A1) + (3.5)

+A¥ (fs(xa,t + A1) — fr(xa, 1 + At) + fs(x3,t + At) — fr(xg, t + Af)) +
+A¥, (fS(xds I+ At) - f6(x1,t + At) + fg(X4, t+ AZ) — fﬁ(xd, tr+ AZ)) s
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ou ¥, et ¥, sont deux scalaires a déterminer.

Proposition 4. Dubois, Lallemand, Tekitek [1]
Flux normal : Il existe ¥, et'¥, tels que la quantité vérifie :

1 oT oT
— div(K.VT).ngnd Ki1—=—(xi,t) + Kjo—(x, O(Ax) =
A iv( )-nsndy 30 (xi, 1) + K12 3y (xi, 1) + O(Ax)

= —jSN(xi, r+ AI) + O(Ax)

Dans le cas d’un probleme de diffusion isotrope (i.e. ax, = ax, = 0), on trouve ¥, = ¥, =
1

5-

RESULTATS NUMERIQUES

e Test 1 On commence par valider notre schéma en prenant un probléme simple 1D
suivant :
—Ku"(x) =c¢ dans ]0,1], u(0) = u(l) =0.

On prend des conditions au bord périodiques en y et "anti-bounce back" en x pour impo-
ser des conditions aux limites de Dirichlet homogénes (voir le Théoréme 1). La figure [3.3]
montre I'erreur relative £ entre la solution exacte u(x) = 4x(1 — x) et la solution obtenue
par le schéma LBM D2Q9. La figure montre une convergence numérique d’ordre 2. C'est
I'ordre de convergence théorique de la méthode LBM. Cela valide notre travail.

a1 ¢

o001 | /

arr 2

1e-04

/

5
a.001 0.1 a1
Loalh)

FIGURE 3.3 — erreur relative £? v.s Log(h).

e Test 2 "Oblique flow™ On considére le probleme de diffusion anisotrope dit "Ecoule-
ment oblique" ou "Oblique flow" :

—div(KVu) =0 in Q=]0,1[%, u=u on 0Q. (3.6)

ou K = Rydiag(1,1073)R; ", Ry est une rotation d’angle 6 = 40 degré et u = 1 sur
(0,0.2) x {0} U {0} x (0,0.2), 0 sur (0.8,1) x {1} U {1} x (0.8,1), + sur (0.3,1) x {0} U
{0} x (0.3,1), 4 sur (0,0.7) x {1} U {1} x (0,0.7). Les figures [3.4] et[3.5| montrent 'approxi-
mation de la solution par le schéma D2Q9 sur des maillages de taille (2/+! x2/*1), i = 2.7,
aprés convergence (i.e. 2.10° itérations), avec s; = 1.3, s» = 1.8 et 8 = 1 les autres pa-
rameétres sont fixés pour avoir K égale au tenseur de diffusion donné dans (3.6)). Pour
tenir compte des conditions au bord u on utilise le schéma décrit dans la proposition 1.
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Cela montre que notre schéma LBM modeélise un tenseur de diffusion a forte anisotropie
tout en tenant des conditions au bord de Dirichlet discontinues sur la température (voir
[2] pour la comparaison avec d’autres méthode numériques).

FIGURE 3.4 — Solutions du probléme "oblique flow" sur différent maillage de taille (2/+! x
2i+1) i = 2 (& gauche), i = 3 (centre), i = 4 (a droite). Léchelle de gris correspond a une
variation linéaire de 0 (noir) a 1 (blanc).

FIGURE 3.5 — Solutions du probléme "oblique flow" sur différent maillage de taille (2'+! x
2i+1) i = 5 (a gauche), i = 6 (centre), i = 7 (& droite).

0ss " ™ s f n \\ }‘ﬂ
el / / \\\.Jl /
\ W/

.45 .45
a 0.2 04 06 0.8 1 a 0.2 04 06 0.8 1

=

&)

FIGURE 3.6 — Solutions du probléme "oblique flow" avec un maillage de taille (32 x 32) en
y = 17. (a) Solution vs x au centre et au bord du volume de controle K. (b) Solution vs x
en utilisant le dévloppement de Taylor au centre du volume de contrble K ou la quantité
Vu est calculée directement par le schéma de Boltzmann.

Enfin la méthode LBM fournit, en plus de la solution approchée, le gradient discret Vu
sans aucun calcul supplémentaire. La figure (a) montre linterpolé de la solution et
la figure (b) représente la solution en utilisant Vu qui est directement fourni par le
schéma. Cela valide numériquement les formules du gradient de la température données
dans la proposition 2.
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CONCLUSION

Nous avons montré comment utiliser le schéma Boltzmann sur réseau pour simuler un
probleme de diffusion anisotrope. On a présenté des résultats de convergence sur un
cas test simple. Ensuite on a utilisé la méthode pour un cas test dit "oblique flow" ou le
tenseur de diffusion est fortement anisotrope. Les résultats obtenus pour ce "benchmark"
sont comparés a d’autres méthodes numériques lors du congrés FVCA V, Aussois, 8-
13 juin 2008. D’autre part, vu que la méthode LBM posséde beaucoup d’'inconnues par
noeud du réseau (9 inconnues pour le modele D2Q9) ; cela permet de calculer directement
les dérivées premieres et deuxiémes en espace de la solution comme des combinaisons
linéaires de ces inconnues locales.

On peut retrouver en détails les résultats numériques dans les articles [1, 2] (voir annexe).
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PARAMETRES
QUARTIQUES/"MAGIQUES" ET SUPER
CONVERGENCE

Les conditions aux limites sont utilisées pour imposer une vitesse donnée (ou une pres-
sion) sur un nceud donné. En général, il existe une différence entre la vitesse théorique
imposée au bord et celle mesurée numériquement. Cette différence est due aux erreurs
de troncature (ordre de précision) du schéma au bord. Vu que la méthode LBM possede
plusieurs paramétres dont certains sont fixés par la physique, d’autres restent libres. Ces
parameétres libres peuvent étre fixés dans le but d’assurer la stabilité de la méthode et/ou
de réduire les erreurs de troncature. Ainsi, dans ce travail, on montre que pour un choix
particulier de ces parametres LB, on obtient un schéma au bord d’ordre deux. C’est c’est
a dire la différence entre la vitesse imposée au bord et la vitesse mesurée numérique-
ment est nulle jusqu’a I'ordre deux en Ax. Dans ce cas, la méthode LBM est d’ordre deux
en volume et au bord. Cela peut se voir, dans le cas ou on considére une solution polyno-
miale d’ordre deux (quartique type Poiseuille), par une erreur numérique nulle (précision
machine). Ainsi, pour ce cas test et pour un choix particulier des parameétres (dits "ma-
giques" par la communauté LB) la méthode est exacte et on a une super convergence.
Loutil principal ici, est la méthode de I'équation équivalente [Du08a, IDu08b] pour dé-
terminer I'exactitude du schéma au bord pour le probléme de Poiseuille. En premier lieu,
nous considérons un probléme de diffusion 1D et nous montrons que les parameétres "ma-
giques" (i.e. quartiques) dépendent du choix de la distribution d’equilibre des moments
non consrvés. Dans un second lieu, nous considérons un écoulement Poiseuille en 2
dimensions d’espace (2D). Nous montrons que les paramétres "magiques" dépendent
aussi de la maniere avec laquelle on implémente la force dans le schéma LBM. On note
enfin que ces resultats ont été étudiés la premiére fois pour un écoulement de Poiseuille
par Ginzburg et Alder [GA94].

PROBLEME DE DIFFUSION THERMIQUE 1D

On considére le schéma LBM D1Q3 classique. Les 3 moments {m,} sont obtenus comme
combinaison linéaire des f; : La densité my = p = fo+ fi+ f>, la vitesse m; = g = A(fi— f>)
et I'énergie my = € = A—;(ﬂ + f2).

e Premier choix de la matrice des moments M

23
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Avec ce choix de moments la matrice M est donnée par :
1
M = 0 1 -1 . (4.1)
0

Pour modéliser un probléme de diffusion, on conserve un seul moment, durant I'étape de
collision, a savoir la densité p = T. Les autres moments relaxent suivant I'équation (2.12))
vers leurs valeurs d’équilibres (m{?, m’). Ces valeurs vont déterminer 'EDP équivalente.
En effet, en prenant le choix suivant :
e 2
mlq =0 et mgq = (Tp (4.2)

et en utilisant Taylor [DuQ7], on trouve I'équation de diffusion a I'ordre deux en Ax :

dp > O _ 2 4.3
o~ Mloiies = O(Ax?), (4.3)
ou
(L1 te{1,2} (4.4)
0-5 - S€ 2 s ’ . .

Le coefficient de diffusion % est donné par AtA%o .

On considere le cas test de Poisson 1D suivant :

—Ku"(x) = ¢ dans ]0,1],
u(0) = 0, (4.5)
u(l) = 0.

On utilise des conditions aux limites de "anti-bounce back" en x = 0 et x = 1 pour
imposer u(0) = u(1) =0:

f1 (xb,t+ Al‘) = —f3(xe,t+ Al‘) = —f3*(xb,t),

(voir Figure [.1). Enfin une force en volume (6p) est ajoutée au schéma pour modéliser le
terme ¢ du probléme (§.5). Ainsi, on peut écrire le schéma de Boltzmann comme suit :

— m = Mf

— my = my + %p

— on mesure les moments

— collision

— ﬁ10 = mgy + %p

— f=M"'m

— advection et condition aux limites

AX

e

O
O

tal

e Ag b

FIGURE 4.1 — Surface du bord qui coupe 'aréte entre les nceuds x;, (un nceud fluide) et
X = xp — Ax (un nceud fictif a 'extérieur du domaine).
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La solution exacte du probléme est donnée par : u(x) = x(1 — x)c/(2K). On regarde
ici, la position du bord numérique x, — Ag qui se situe entre les nceuds x; et x, (voir Figure
H.1). Le bord numérique correspond & la position ou la solution numérique obtenue par la
méthode LBM u; gy, s’annule. On a alors le résultat suivant :

Proposition 5. Dubois, Lallemand, Tekitek[3]
Pour le schéma D1Q3 défini par (2.3)), (7.3)) et (7.5), la solution numérique, calculée par
le schéma Boltzmann décrit ci-dessus, s’annule en Aq = ATX (le bord est exactement au
milieu) si la condition suivante est satisfaite :
1

010 = g
Dans cette configuration le schéma au bord "anti-bounce back" est exact a l'ordre 2 en
Ax et le bord est exactement en Aq = 5.

o Deuxiéme choix de la matrice des moments M
On change ici le choix de la matrice des moments du schéma D1Q3 comme suit :

1 1 1
M = 0 R R (4.6)
222 22 2

Les moments et la distribution d’équilibre sont alors donnés par :

my = p=fo+fi+f
m = Afi—h), mi? =0, (4.7)
my = A(=2fo+ fi+f), my=2%p.

Pour ce choix, la matrice des moments est orthogonale. Et I'équation équivalente
est donnée par :

op , 24+70%
— — At ——=-L
ot 7173 o

Le coefficient de diffusion thermique K est égal a At%o; z%z
Dans cette configuration on a le résultat suivant :

_ 0(aR). (4.8)

Proposition . Dubois, Lallemand, Tekitek|3]
Pour le schema D1Q3 défini par (2.3)), et (7.9), la solution numérique calculee par
le schéma Boltzmann décrit ci-dessus, s’annule en Aq = ATX (le bord est exactement au
milieu) si la condition suivante est satisfaite :
3
g = —.
102 = 3
Dans cette configuration le schéma au bord "anti-bounce back" est exact a l'ordre 2 en
Ax et le bord est exactement en Aqg = 4.

La figure [4.2] montre la position réelle (numérique) du bord Ag (1& ou la solution LBM u; gy
s’annule) en fonction du produit des paramétres o0, pour le probleme de diffusion en 1D
avec 21 noeuds. On voit que le bord est exactement en & si oo, = § etsi oo, = 3 pour
le premier choix et deuxiéme choix de la matrice M, respectivement. Ainsi les résultats
numériques correspondent aux résultats théoriques.
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D1G3 Diffusion M,=21

Q.02 T T
firgt D1Q3 —=—
second D1Q3 =
0015 : / : : : //
.01 / >
0.005 2
g /"
0
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-0.005 E‘f’ o <
001 e
o01s ; i ; i ; i ;
0 012 025 0375 05 0625 075 0875 1
3y g

FIGURE 4.2 — La position réelle du bord Ag en fonction du produit oj0.

ECOULEMENT DE POISEUILLE 2D

On considére le modeéle classique D2Q9 (voir [LLOOQ]). Au début, on étudie un écoulement
de Poiseuille avec une force en volume imposée et des conditions au bord périodiques.
Ensuite on étudie le méme écoulement, sans force imposée en volume, mais avec une
différence de pression entre I'entrée et la sortie du tube. Lévolution du schéma de Boltz-
mann est donnée par I'équation (2.3)), et la matrice des moments est donnée par :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 A1 0 -a A A1 -1 -a
0 0 1 0 -2 A -1 -1 2
4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
M= 4 2 -2 -2 -2 1 1 1 1 (4.9)
o -2 0 2 0 1 1 -1 -1
o 0 -2 0 2 1 -1 -1
o 1 -1 1 -1 0 0 0
o 0 0 0 0 1 -1 1 -1

Létape de collision est décrite par (2.12)) ou la distribution d’équilibre est donnée par :

eq __ eq __
my =ap,  my = pp,
eq _ _Jx eq _ _ Iy
s =T Mo T T
eq eq __
m, =0, mg =0.

e Description des deux écoulements de Poiseuille avec/sans force en volume : On

considére I'écoulement de Poiseuille dans un domaine (tube) Q = [0,7] x [0, 4] (voir la

figure [4.3). Soient u(z,x,y) = (u,v) la vitesse du fluide et p la pression solutions des
équations :

—vAU +1ivp = o,

P 410

{ V.U = 0, (4.10)
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FIGURE 4.3 — Domaine Q = [0,[] x [0, i].

avec les conditions aux bords suivantes :

p(0,y) = p,
p(Ly) = —op (4.11)
U(x,0) = U(x,h)=0

La solution du probléme sans force en volume est donnée par :

u(x,y) = uly) = Ky(h—y)
v(x,y) = 0, (4.12)
P(x,y) = P(x) = Kux+ Py,
ouK = g—iﬁ, K et P, sont des constantes.

On note que le probleme décrit par les équations (4.10)),(4.11)) est équivalent a un écou-
lement poussé par une force constante f entre deux murs paralléles ou on prend des
conditions périodiques a I'entrée et a la sortie du tube (i.e. dans la direction Ox). Ainsi le

probéme (4.10)), ([@.11)) devient :

—vAU = f,
{U(X,O):U(x,h) = 0, (4.13)

ou f = (f;,0) est une force constante. La solution est donnée par :

u(y) = ;—iy(h ). (4.14)

LBM POUR POISEUILLE AVEC FORCE IMPOSEE EN VOLUME

On utilise le schéma de Boltzmann D2Q9 pour simuler I'écoulement de Poiseuille décrit
y 2 . e e e X e qy e
par 'équation (4.13). On prend alors m3! = ap, my! = o, mg! = —% m? = L m¥ =

—1
0, mg! = 0 et s; = sg. On fixe sg = (% + l) pour avoir la méme viscosité v que celle

A2At

donnée dans (4.13).
Soit un maillage régulier £° = {x;; € Z x Z,1 < i < Ny,1 < j < N,}, de prarameétre Ax = 1
du domaine Q = [0,/] x [0, 4]. On fixe le pas de temps Ar = 1. Lévolution du schéma de
Boltzmann durant un pas temps At est décrite comme suit :
Alinstant r = 1y = 0 on initialise f(x;j,t0) = 0pour0 <i< N,et0 < j<N,.

— Avec la matrice M on calcule les moments my.

— On change la vitesse j, en ajoutant la moitié de la force f; :

}x:jx“‘%,

ol J, est la vitesse avant I'étape de collision.
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— On mesure les moments macroscopiques : densité p et vitesses j, j,
— On applique I'étape de collision dans I'espace des moments :

my = (1= sg)me + semy?, 3 <L<8.
— On ajoute la moitié de la force f, a la vitesse j :

f
2 9

~

Jx=Jx+

ou J, est la vitesse aprés I'étape de collision.

— On revient a I'espace des f en utilisant la matrice M~ : £ (x; . to)-

— On applique I'étape d’advection pour obtenir les f, (xxs, 70 + 1) pour 0 < a < 8, si
X1 = X; j + v €St un nceud du maillage (i.e. xi; € L°).

— Pour le noeud du bord x; j € L%, on applique :
— "Bounce back" pour x;; et x;y, 0OU 1 <i < N, :

fa(i, 1) = —£(i,0),
f0.1) = —f(i—1,0),
foi,1) = —f(i+1,0).

— Conditions périodiques pour x; ; et xy_;ou 1 < j < Ny.
On répéte ces étapes jusqu’a convergence a I'état stationnaire (i.e. écoulement de Poi-
sevuille).

Proposition 7. Dubois, Lallemand, Tekitek[3]
Le schéma de Boltzmann sur réseaux D2Q9 décrit par 2.3), ([4.9), /a solution numérique
du probleme de Poiseuille s’annule exactement en Aq = ATX (i.e. j, = 0) si la condition :

3
o508 = 3 (4.15)
est satisfaite. Dans cette configuration le schéma de "bounce-back" est exact jusqu’a

l'ordre 2 en Ax.

LBM POUR POISEUILLE SANS FORCE IMPOSEE EN VOLUME

On peut aussi modéliser un écoulement de Poiseuille décrit par (4.10), @.11) (ie.
sans utiliser une force f, mais en imposant un gradient de pression). Les étapes de
l'algorithme du schéma restent les mémes en prenant f, = 0 et en changeant les
conditions aux limites pour les noeuds x; ; et xy,_; ou 1 < j < N, (i.e. a I'entrée du tube
x = 0 et la sortie x = I) comme suit :

J AL = —f(0,0) + E2Esp,
fs(Li) = —f(0,i — 1) + 2225,
| (L) = —fs(0.i+ 1) + 5525
B(Noi) = — (N, — 1,0) — =sp,
$ fs(Nei) = —fo(Ne = 1,i) — “55Lop,
Fi(Nui) = —f(Ny — 1,i) — 23245
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Proposition 8. Dubois, Lallemand, Tekitek|3]

En utilisant le schéma de Boltzmann sur réseau D2Q9, I'écoulement de Poiseuille (sans
force en volume) avec une pression imposée a l'entrée et a la sortie du tube, le bord se
trouve en Aq = 5* si la condition :

3 a+4

S e 4.1
Ba+28—4 (4.16)

o508 =
est satisfaite.

La figure montre la position numérique du bord Ag pour le probleme de Poiseuille
en fonction du produit des parameters o0, avec un maillage de taille 100 (i.e. N, =
100, Ny = 21). La figure montre que le bord est exactement en % pour os0g = 13—6 (voir la
courbe W) pour ce choix de paramétres a« = —2, 5 =1 et pour o0, = % (voir la courbe [
) pour ce choix de parametres a = —2.5, 8 = 2.5. Ceci valide numériquement les résultats

(4.15) et (4.16) dits "magiques” pour la position du bord.

D2Q9 Fluld Nx=100 Ny=21

Q.07 T T T T
: =23 fi=2.5
0.06 : : : o= : Bﬁl"’“"i“ b

0.05 : : e

0.03

g 002 : : v : : el

0.01 -

.01 et

o0
a 0.125 0.25 0.375 {E 0.625 0.750.8

@5 T

FIGURE 4.4 — Position du bord Ag en fonction du produit des paramétres o-s07.

CONCLUSION

On a montré que les paramétres dits "magiques" dépendents non seulement du choix de
I’équilibre mais aussi du choix des moments (i.e. le choix de la matrice des moments M)
et de la maniére dont la force est implémentée. Les détails des résultats ainsi que les
démonstrations sont publiés dans [3] (Voir annexe).

Dans un travail ultérieur on étudie la dépendance des paramétres "magiques" en fonction
de I'implémentation de la force dans les schémas LBM D1Q3, D2Q9 et D2Q3. Ces résul-
tats sont publiés dans les actes du congres European Workshop on High Order Nonlinear
Numerical Methods for Evolutionary PDEs, (HONOM 2013), Bordeaux, France, March
18-22, 2013 [4] (Voir annexe). Enfin on a etablit les paramétres "magiques" pour des
écoulements simples de type Poiseuille. Pour des écoulements plus compliqués, il faut
développer en détails tous les termes qui apparaissent dans les conditions aux limites
(Bounce Back, Anti-Bounce Back ...). Ces développements dans le cas général sont
traités dans le chapitre suivant et sont publiés dans [6, (13} [16] (Voir annexe).
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ANALYSE DES CONDITIONS AUX
LIMITES ET DES TRANSFERTS AU BORD

On s’intéresse ici a 'analyse detaillée du schéma au bord type "Bounce-Back" pour im-
poser des conditions aux limites. Cette analyse consiste a considérer un pas de temps
du schéma au bord. Ensuite, un développement de Taylor (type équations équivalentes)
des moments conservés au bord permet d’étudier I'exactitude du schéma numérique et
de comprendre ce qu’on impose numériquement (réellement). Cette méthode d’analyse
au bord est appliquée, dans un premier lieu, au schéma type "Bounce-Back". Ces résul-
tats sont publiés dans [6, [13]. Dans un deuxiéme temps, on a analysé le schéma de type
"Anti bounce back" et ces résultats sont publiés dans [16]. On pésente ici la méthode
d’analyse, seulement pour un schéma au bord type "Bounce-Back" et dans le cas D2Q9.
Une autre application de cette méthode d’analyse au transfert paroi est aussi presentée
ici.

ANALYSE DU SCHEMA AU BORD REFLEXION SPECULAIRE DIT "BOUNCE-BACK".

Soit x un nceud intérieur, I'évolution du schéma D2Q9 est décrite alors par I'équation (voir

Eq. (2.3))) suivante :
filx,t+ A1) = f¥(x —viAt,1), 0<i<S8,

ou = désignent les quantités apres la collision. Pour ce nceud intérieur x, on a les relations

suivantes :
L) —fix) = 3qdy(x) + O(A1),
(0= fx) = %(Jxﬂy)() +O(A1),
fe) = fi(x) = gl=jx+y)(x) + O(Ar).

oud= ﬁ’; est la vitesse du réseau.
Si on considére, maintenant, le bord du bas (voir la figure [5.1) alors les f*(x — v;Ar) pour
i € {2,5,6} = B sont inconnues. Le schéma de (réflexion spéculaire) Bounce-back au

bord inférieur pour imposer une vitesse donnée (J,, J,) est donné par :

(5.1)

flxt+A) = fF(x) + ZJy(x,t + %) + O(At)
S+ A = f(x) + 6/1( Jy)(x 7, t+ ) + O(A1), (5.2)
fox,t+ A1) = fF(x) + FH(=Jc+ 1) (x+ 5,1+ 5) +0(A).

Remarque : Le Bounce back consiste a reproduire le schéma LBM pour un nceud in-
térieur (voir Eq. (5.3))) et suppose que les distributions sont proches de I'équilibre (Voir

31
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[GdHO03]).

Le dévloppement asymptotique de Taylor permet d’analyser le schéma de Botzmann et
d’avoir les équations (EDP) équivalentes. Lidée ici consiste a utiliser le méme outil pour
analyser avec précision le schéma au bord. On réécrit alors le bounce back d’'une ma-
niére la plus générale :

filxt+At) = fF(x, 1) + oj(¥, 1), jeB, (5.3)
ou lindice ¢ est 'opposé de l'indice j de maniére que v; + v¢ = 0, et o;(x',7') est une

vitesse donnée sur le bord. En introduisant la matrice 7', le schéma de Boltzmann (j5.3))
s’écrit pour un nceud du bord x :

Filxt+ A = Y Tieff(xt) + o+ >, Uefi(x — viAt, 1), (5.4)
4 4

ou la matrice U;, = 1sit = j¢ BetU;, = 0sinon. C'est a dire dans la configuration de
la Figure 5.2} les matrices T et U sont données par :

1 0000O0O0O0OO 00 0O0O0OO0OO0O0ODO
0100O0O0O0O0OO 00O0O0OOO0OO0OO OO
0000O0OO0OOOO0]|2 000O01O0O0O0OO0/|2
0001O0O0O0O0OO 00O0O0OOO0OO0O OO

U = 00001O0O0OTO0OOPO etT = 000O0O0OO0OO0O0ODO
000O0O0OO0OOTO0T|]S5 000O0OOO0OOTO]|S
000 O0O0O0OO0OTO OO O0O]|®6 00O0O0OO0OO0O 01 6
000O0O0OOTF®O 00O0O0OOO0OO0OO OO
0 00O0O0OOO0OTQ 01 00O0O0OOO0OO0OTO OO

4 7 8

Remarque : Si j ¢ B (i. e. le nceud x est intérieur) 'équation (5.4) précédente devient :
fi(x,t + At) = f*(x — v;At,t). On retrouve ainsi I'équation (2.3) du schéma de Boltzmann.

On introduit alors I'espace des moments my (voir [dH92]) :
mjy = Z Mkjf/'-
j
On rappelle que I'étape de collision est donnée par (2.12) :

mi =" (Jo)rk m

k

X

s
/////7///// ////\<///

fs 27| £ £

Vo 2 N

o ¥
® ® ®
Ax

Ax

FIGURE 5.1 — Bord du bas.
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FIGURE 5.2 — Les f; (i = 2,5, 6) inconnues sont a définir pour avoir un schéma au bord.

ou la matrice Jy est donnée par [LLOO]. Pour simplifier, on considére la distribution sui-
vante a I'équilibre : e®? = a?p, xx% = xy*4 = 0,4 = —/lzjx,q;q = —/lzjy,egq = A*Bp. On
rappelle la matrice des moments M (voir [LLOOQ]).

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 -y 0 p R -
0 0 Pl 0 I SR B - |
—42 22 S S A 22 227 222 22
M= A2 —2? A2 -2 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 p LI DI R b
0 =22 o0 223 0 p SA— LR K &
0
A

0 223 0 P2 SN LD KR L &
R, J L, 1 R Lo} L LA AN S

La matrice de collision Jy est donnée par :

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
@ 53 A 0 0 1 —s3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1-—s4 O 0 0 0
0 0 0 0 0 1—s4 O 0 0
0 — 57 A2 0 0 0 0 1—-s7 0 0
0 0 —s722 0 0 0 0 1—s7 O
\BssA* 0 0 0 0 0 0 0 1-sg

En utilisant les matrices M, U et T le schéma de Boltzmann pour un nceud du bord x
s’écrit :

mk(x,t + At) = (MTMfl)k,l m;"(x, l) + (MUMil)k’l m*(x — vjAt, l) + Mo ;.
Avec l'aide de la matrice de collision J, on obtient :

m(x,t +At) = (MTM'Jo)r my(x,1)
+ (Mk’lU]’jM;pl (Jo)p,q) mq(x — viAt, t)
+ Mk’lo'l.

Pour obtenir I'équation équivalente du schéma au bord (le bounce-back dans ce cas), on
fait le développement de Taylor a I'ordre 0, 1 et 2 dans I'’équation ci-dessus.
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Proposition °. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]
Ordre zéro Les moments solutions du schéma avec conditions aux limites de bounce
back sont solutions a I'ordre zéro de :

Km = Mo + O(At),
ou la matrice K = I — M(T + U)M~"Jy. On obtient pour le schéma D2QO :
mo = (0, J > Jy, @pA2, 0,0, =220, =22, poat)’

ou les vitesses J, et J, sont données au bord.

0 0 1 00 0 O 0 0
2—s 1—s

0 = 0 00 0 0 0

0 0 1 00 0 0 0 0

—s3a A 0 Al—s7) s3 0 0 0 =20

K= 0 o A9 g o0 s

0 AU2—s1) 0 0 0 s Iz 0o 0
22%(14s7) 142s

0 — 0 0 0 0 5% 0 0

0 0 0 00 0 0 1 0

—BsgAt 0 —s7 0 0 0 0 A(1—s7) s

La matrice K est singuliére. En effet le vecteur uy = (1,0, 0, a4?, 0, 0, 0, 0, ,6/14)t est
générateur de ker K.
K./l() = OR9

Proposition '°. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]
Ordre un : Les moments du schéma avec conditions aux limites de bounce back sont
solutions a l'ordre un de :

Km = Mo + At[Moo — d;m — B0,m] + O(A?)

Ay . _1
ou la matrice By , = Ditq MkeUe viM, [ (Jo)gp, 6t = 1,2.
On a alors :
m = my + Atmy + O(A),

ou my est donné par la proposition précédente et

my = K~ (Mdo — d;mg — B*0umy) .

On a alors une relation de compatibiliteé a satisfaire : 0,p + 0xJx + 0,Jy — % [atjy + (% +

g) 22 ayp] — 0(Ar).
qui est une combinaison linaire des équations équivalentes du schéma Boltzmann inté-
rieur.

Proposition 1. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]
Ordre deux : Les moments du schéma avec conditions aux limites de bounce back sont
solutions a l'ordre deux de :

Km = Mo + At[Mdoo — 0;m — B*0um] +

+ 12 [M@%— — Pm o+ Emﬁaaaﬁm] +O(AP).
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ot la matrice B = 3, M pUp VM (Jo)grs | < @, < 2.
On a alors :
m=my+ Atmy + AP my + O(At3),

ou my, m; sont donnés par les propositions précédentes et

1 ~
my = K_l . [—&‘,ml — B"&aml + E (MaZO' — (3’t2m0 + Ba’ﬁaa,a‘gm())} .

On a cette fois la relation de compatibilité d’ordre deux :

1 2
oo+ it Oy — < [y + (5+5) P
At
= |y O+ B Oy + By 00,y + B 2y

+Byy 5§Jy + Vi 010 + Yax 010 + Yy a}gp] = 0(AP)

ou
Axy = (2&0’3— @ — 10) Bu = _ﬁ’ IBZy = 2 Brx = 30'4’
By = 2(2&0’3—40‘4—&— 10), vy = 3,
Vix = %(600’7+4ﬁ0'7+80'7—a/—4)

36(20 +1) [(6a+4B+8)0307— (6a+4B+8)gs07
+(6a+24) 07 +3a + 12].

Cette relation de compatibilté est toujours vraie, si on suppose que les équations
équivalentes du schéma Boltzmann intérieur sont vérifées a 'ordre deux.

Yyy =

Proposition '2. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]
Vitesses a I'ordre deux au nceud proche du bord :

{ Jo=Jx 4 B20,0x + 8007 (3a + 28 + 4)dup+
+ Ax? [ 02T + ayy 020 + Bay0x0yJy + Yiy0xOyp ] + O(AF)

{ Jy=Jy + §0,J,+
+ AX? [81y0xOpJ + 03]y + 1y 02y + £y 03p]| + O(AF)

poury = &, ou

e = 75 (48802 + 7203 + 9603 + 36a07 + 48077 + 160708+
+ 240703 + 2407 + 160407 + 160708 — 48 — 6 — Ta)

ay = z5(12—320407)

By = 35 (48038 + T2a02 + 96073 + 160705 + 1607075 + 36077
+ 24Bo7 + 24a0q03 + 4807 — 480407 — Ta — 4B)

oy = —ig Max = 21_4; Nyy = ﬁ (8 —a)

by = sy (124 3a + 6a07 + 80407 — 80703 + 24077+
+ 604007 + douafor — 60703 — 4Bo7073)

VALIDATION EXPERIMENTALE DES DEVELOPPEMENTS DU BOUNCE BACK

Le but de ce paragraphe est de valider numériquement les coefficients de la Proposition
4 précédente.
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Premier cas test : Ecoulement de Poiseuille.
e Avec une force en volume imposée.
Soit le domaine Q = [1, N,] x [1, Ny]. On considére le schéma de Boltzmann D2Q9 MRT

classique ou la distribution d’équilibre est m3’ = ap,m{’ = pp, m" = —Q—*,mg‘] = ’j
my! = m8 = 0. Avec les conditions aux limites suwantes Perlodlque eni =1 (entrée)
eti = N, (sortie) et Bounce back en j = 1 et j = N, pour imposer j, = 0. On impose

une force en volume uniforme f, pour modéliser Vp. Dans cette configuration, en utilisant
le développement de j, dans la proposition 12, on trouve que la vitesse s’annule (j, = 0
numériquement) au bord, en y = 0 "exactement” si :

| O R T 3
R L L T

On retrouve, alors dans ce cas, les résultats des paramétres magiques (quartiques) cf.

[GA94] et [3].

e Sans imposée une force en volume.

Ici on implémente un écoulement de Poiseuille en imposant un gradient de pression. On

change alors les conditions aux limites comme suit : Anti-Bounce back a 'entrée (i = 1)

et a la sortie (i = N,) du tube pour imposer respectivement 6p et —ép. Bounce back en

bas (j = 1) et en haut j = N, du tube pour imposer j, = 0.

Dans cette configuration, en utilisant le développement de j, dans la proposition 12, on

trouve que la vitesse s’annule (j, = 0 numériquement) au bord, en y = 0 "exactement"

Si:

3 a+4
0407 = ——c———.
T T T 8a+28—4
On retrouve dans ce cas aussi, les résultats des paramétres magiques (quartiques) cf.

[GA94] et [3].

Deuxiéme cas test : Ecoulement "accordéon".

Soit Q =10, L[ x]0, 2| un domaine rectangulaire, avec des conditions périodiques en x = 0

et x = L. Pour les bords y = 0 et y = i on impose : u(x,0) = u(x,h) = ug cos(2kns),
v(x,0) = v(x,h) = 0,0 < x < L, ou k est un entier. En régime Stokes (linéaire) I'état

stationnaire est donné par la fonction de courant y : (u = a‘” V= —‘g—‘”)

x

oo ().

avec f(y) = a sinh (32y) + by cosh (3Zy) + ¢y sinh (%2 y), ou {a, b, c} sont obtenus
grace aux conditions aux limites f = 0 et d,f = u(x,0) sur les bords y = 0 et y = h. En
utilisant f(y) on obtient la densité qui vaut :

L . &f  2kr ,d
plon) = e sinC0 (5 - ).

ol v est la viscosité et ¢; = 4%/12 est la vitesse du son. Pour ce cas test, on a une
solution exacte ou toutes les dérivées partielles de la vitesse ne sont pas nulles. Cela
nous permet de valider numériquement tous les termes du développement des moments
(jx et jy) al'ordre deux donnés dans la proposition 12. Les figures (5.3) et (5.4) montrent
les courbes de différences entre les vitesses au bord obtenus par Ie schema Boltzmann
et les vitesses (exactes) imposées au bord en fonction du pas d’espace Ax. Les figures
montrent des droites dont les pentes sont I'ordre de convergence. Les différentes pentes
sont calculées dans le tableau [5.3] Ces ordres sont en concordance avec les résultats
théoriques donnés dans la proposition 12.
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FIGURE 5.3 — Différence entre j, — J, et j, — J, en fonction de Ax. Ratio % =1
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FIGURE 5.4 — Différence entre j, — J, et j, — J, en fonction de Ax. Ratio %— =4,

TRANSFERT DES MOMENTS

e Le but ici est d’estimer les transferts des impulsions a travers la paroi en utilisant
'analyse schéma du bounce back, afin de pouvoir utiliser ces formules/estimations de
transfert dans des cas réels tels que la cavité entrainée et de comparer les résultats LB
aux autres méthodes numériques (spectrales...).

Pour fixer les idées, on considére la configuration décrite par la figure (5.5). Dans ce cas,
sur le nceud x;, du bord les échanges de moments dus a la paroi sont :

{ In  f&(x)

/7 (xr)
Out f5* (01) ;

P (0r).

Ainsi le transfert est donné par :

Te = [ () = f7 ()] =[5 (o) = £ (0r)]
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Ratio | Ordre | J, Ty Ratio | Ordre | J, Jy
1 1 0.903 | 0.807 2 1 0.950 | 0.883
2 1.988 | 1.944 2 2.006 | 1.972
3 2.935 | 4.022 3 2.961 | 3.694
4 1 0.967 [ 0.905 8 1 0.972 1 0.910
2 2.014 | 1.980 2 2.017 | 1.983
3 2.974 | 3.290 3 2.976 | 3.174

TABLE 5.1 — Ordres de convergence, mesurés en norme ¢> pour les composantes x et y
de la vitesse, pour un ratio R = {1,2,4, 8}.

xr
[ ] [ ]
Ax
*b
SIS SIS
£* £*
7 8
o9 o ®
AX

FIGURE 5.5 — Transfert des moments : stencil dit "croix".

En utilisant alors le bounce-back, le transfert des moments devient :

Tc =2[f3 (x1) — fF(x,)] + termes imposés au bord. (5.5)

Proposition 3. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]
Stencil "Croix" : En utilisant le développement de Taylor au bord sur | e transfert des
moments T¢ (voir Eq. (5.5))) a la paroi a l'ordre deux, avec le schéma bounce back, on a :

1 At /1 At
Te = ﬁJx +T— 1 (5 + 0'4) (8,] + ¢ 0xp) 61 — Oy

+N%%¥L+%&®Uﬂm%h+%%h
Hux O0udy + Bay Oxdydy + Kix D04p + Ky 010,p) + O(AF)

|’_‘

-
9[[ -

=
=~

(24075 + 480407 + 2404 + 2407 + 7)),

(80§+5¢4+1)9 —%(G4+1M204+1L

Qos+1),Bu=—t(ca+1), By=2Q2os+1),

1204+ 1)[20/0'34—(201—1—8)0'4—(2014—4,8—8)0’74— a+ 8],

_ﬁﬁgiﬁ[ﬂ20+8ﬁ+ﬂﬁwgaun—%@8a+8ﬁ+80ﬁﬁ07+(80+3@0ﬁ
+(6a+4B+8)o307+ (38a+ 128+ 104) 0407 + (10 + 40) 04

+Ma+l®am—a—2ﬁ+4}

CD
§
I |
N';,O'\Ik-a |
q ol
IN

=
g

Dans la configuration décrite par la figure (5.6, on définit le transfert paroi par :

TH(-xl’ ) = [fg ('xb )

— f7*(xl~,t)] + termes imposés au bord.
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X

4 X; X
® ™ !
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)/ ¥, y

g (]
°® ® o'

Ax

FIGURE 5.6 — Transfert des moments : stencil dit "accent circonflexe".

Proposition 4. Dubois, Lallemand, Tekitek [6]

Stencil "accent circonflexe" : En utilisant les développements de Taylor au nceud du
bord x sur le transfert des moments Ty a l'ordre deux, pour un écoulement de Poiseuille,
avec le schéma de bounce back, on obtient :

_ 90Jx 2 22 4420+ 0%y 3
Ty = Moyt AR | SR LE] 1 0(ar).

TESTS NUMERIQUES

On reprend ici les mémes cas tests qui ont permis de valider les formules des dévelop-
pements de la vitesse au bord :

e Ecoulement de Poiseuille avec un gradient de pression imposé : La Figure [5.7] montre
la différence entre le transfert Ty calculé par Boltzmann et 7 = vd, j, en fonction de Ax.
On a alors une droite de pente 1 ce qui valide le premier terme de la proposition 14. La
Figure valide le deuxieme terme de la proposition 14. En effet, dans ce cas, on a une
erreur de 'ordre de I'erreur machine.

10

107 B

log(error)

10°®
10

-log(Ax)

FIGURE 5.7 — Différence entre Ty = 2 [ f§(xi) — f(xi)] et T = vdyj, VS Ax. o pour @ = —2
etB=1,+poura=—-25etp =25.

e Ecoulement "accordéon" : La solution analytique de ce cas test est donnée dans le
paragraphe précédent. Les figures (5.9) et valident numériquement les différents
termes des propositions 13 et 14.
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10-12

-log(Ax)

FIGURE 5.8 — Différence entre Ty = 2 [ fi¥ (x;) — f5(x;)] et T donnée par la proposition vs
Ax.opoura=—-2etB=1,*poura=—-25etB=25.
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FIGURE 5.9 — Courbe de convergence pour les deux stencils. Ratio % =4, a=—-2¢t
B=1. }
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FIGURE 5.10 — Courbe de convergence pour les deux stencils. Ratio %— =4, a= -3¢t
B=1. )
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CONCLUSION

On a développé une analyse formelle, plus rigoureuse, du développement de Taylor pour
analyser le schéma bounce back au bord. On a aussi établi des formules de développe-
ments précis des transferts paroi. Finalement on a validé numériquement ces développe-
ments d’analyse théoriques de Taylor pour les conditions aux limites et pour les échanges
des moments au bord. Cette méthode d’analyse[6] permet de donner I'ordre d’exactitude
du schéma au bord et nous a permis aussi de retrouver les paramétres "magiques”. En-
fin on a utilié cette méthode d’analyse pour étudier le schéma anti-bounce back [16] et
bounce back generalisé [13]. Le details des résultats sont publiés dans les deux papiers
[13] et [16] (voir annexe).






6

APPLICATIONS A LA MECANIQUE DES
FLUIDES ET LA THERMIQUE

Dans cette partie on s’intéresse aux applications de la méthode LBM. En effet le but ici
est:

1. Pourvoir modéliser la convection naturelle dans une cavité carrée différentiellement
chauffée en utilisant deux fois la methode LBM avec deux population différentes
(une population pour modéliser le fluide et une autre population pour modéliser la
thermique).

2. Explorer les capacités du schéma a modéliser des écoulements non stationnaires
pour des grands nombres de Rayleigh.

3. Modéliser la convection naturelle dans une cavité carrée lorsque la diffusion ther-
mique est anisotrope.

Ces travaux ont donné lieu a deux publications a savoir [7] et [11] (voir annexe).

La convection naturelle dans une cavité est un probléme classique trés étudié car il a
beaucoup d’applications dans plusieurs domaines tels que : capteurs solaires, isolation
par double vitrage, le refroidissement des réacteurs nucléaires,. .. C’est pour cela que la
convection naturelle d’un fluide dans une cavité rectangulaire différentiellement chauffée
est devenue un sujet classique dans le domaine du transfert thermique.

DESCRIPTION DU PROBLEME

Soit Q la cavité de dimension |0, H[x]0, H[. On considere alors le probleme décrit par
(voir Figure[6.1) les équations suivantes :

% +(v-V)v=—-Vp+vAv—gg(T —T,)j] dans Q, (6.1)
ou Ov

EN + a—y =0, dans Q, (6.2)

%—Y; + vVT = kAT, (6.3)

43
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d—T =0 u=v=>0
dy
H
F
T=
T=T, Q
u=v=0
u=v=0
0
dT 0
—_— = u=v=
dy

FIGURE 6.1 — Configuration du probléme de convection naturelle dans une cavité carrée.

ouv=(u,v), T, = (T+T,))2.
avec les conditions aux limites :

u = v=0suroQ

T = T;sur{0} x[0,H]

T = T,sur{H} x[0,H] (6.4)
oT

— = Osur[0,H] x {0} et [0,H] x {H}
dy

On note que ce probleme est obtenu a I'aide de I'approximation de Boussineq et il est
giBPr(T, — T))H?

V2

carctérisé par : le nombre de Rayleigh noté Ra = et le nombre de

Prandtl noté Pr = K.

Pour modéliser cerrobIéme deux schémas de Boltzmann seront utilisés. Le premier
pour résoudre les équations du fluide (i.e. Egs et (6.2)) et le deuxieéme pour résoudre
I'équation de la chaleur (i.e. Eq[6.3).

e Schéma D2Q9 pour le fluide

On considére le schéma MRT D2Q9 classique[LLO0] défini par I'équation (2.3). La matrice
M des moments est donnée par I'équation [@.9). La distribution d’équilibre des moments
non conservées m¢4 est donnée par :

eq _

_ . . .eq .

my, =p P> 3 my = Jx = Jxo 3m2 =Jy = Jy

eq 37,2 9) eq — 2 2
m3q:eeq — —2p+5(jx+jy), my! = eequ—;(Jx-i-]y),

eq __ eq . eq _ eq .
ms =4y = —Jxo mg = 4y =~y

g _ eq _ 12 2 eq  _  eq _ jxiy
my = Pxx = E(]x - Jy) et mg = Py = T\

On considere les coefficients de relaxation donnés par la matrice diagonale S :
S = diag|0,0,0, s3, 4, 55, 55, 57, 87].

En utilisant la méthode de Taylor[Du08al, on montre que ce schéma D2Q9 modélise les
équations macroscopiques suivantes :

ap + axlpu) + 8,(pv) = O(AP), (6.5)
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Orlpu) + 20w + Ox(pu?) + 0y(puv) =

2
= At <si3 - %) % [02(pu) + Oxy(pv)] +

11\ 2, 2 )
+ At (E - 5) 3 (0% (ou) — 0y (pu)) +O(AL?),
olpv) + 2oy + Oy(pv?) + Ox(puv) =

2
- At <l - %) % [07c(pu) + Oy (pv)] +

53
boar( Lo DY 2 @) - 2om) + 0(ar)
s7 2) 3 V7% Y ’
ol 1 L 11\ 2 o
ou la vitesse du son ¢; = 14/ 3, la viscosité de volume { = At | — — 5) 3 et la viscosité
53
- I 1\ 2
de cisaillementy = Ar [ — — = | =—.
57 2 3

e Schéma D2Q9 pour la thermique

On note ici les distributions du schéma D2Q9 pour modéliser I'advection diffusion par
giaveci = 0,1,..,8 au lieu des f;. On réécrit alors I'évolution du schéma donnée par
I'équation sous la forme suivante :

gi(x, t+ A1) =gf(x—viAr, 1), 0<i<8, xeL.

Pour avoir une seule équation équivalente (6.3), on conserve lors de I'étape de collision
(2.12) un seul moment : T(x,1) = mo(x,1) = >, gi(x, 1). Ainsi on a T* = T. Pour les
moments non conserveés, ils relaxent selon (2.12), ou la distribution d’équilibre est donnée
par :

m? = aT + 3T (u® +v?),
my! = BT,

r7l§q = uT,

mgl = uT (=143 +v?),
ﬁ1§q = T,

mgl = VI(=1+3(u* +?))
ffl?q = a,T + T(u2 — vz),
mg! = a,T +T(uv),

ou (u,v) est la vitesse du fluide. La matrice diagonale de relaxation S est donnée par :

~ ~ AN~ A~~~

En utilisant la méthode de Taylor[Du08bl, [1], le schéma de Boltzmann décrit ci-dessus
résout I'équation d’advection diffusion suivante :

&T+ 6T+ oT At /11 @ + 30, + 4) *T

—-— tu— -— = - — = | (a ay -—

o o oy 2 \27 5 0x2
At (11 T
S (2 — = | (@+3a,+4) —
5 <2 s~2>(a/+ a, + )6y2

3c2At 1 1 T
+ G ay (T + = — 1> -_—. (66)
ST 5 oxy



46 CHAPITRE 6. APPLICATIONS A LA MECANIQUE DES FLUIDES ET LA THERMIQUE

On note si s, = 51 = 53 et a, = a, = 0, 'équation précédente devient I'équation d’advec-
tion (avec la vitesse V = (u, v)) diffusion (isotrope) suivante :
oT

— + V. VT = kAT
ot

ol k = c2ArHA (L — 1) et @, B sont respectivement —2 et 1.

S,

DOUBLE POPULATIONS LBM POUR LE PROBLEME COUPLE

En utilisant 'approximation de Boussinesq, qui suppose que la force exercée sur le fluide
dépend linéairement de la température, c’est a dire :

Fy = ﬁgy(T - Tref) (6.7)

Cette force F, est ajoutée dans I'espace des moments avant et aprés I'étape de collision
(voir [4]), comme le décrit 'algorithme suivant :
a = . Fy — Fy
J}':]y‘f‘?, Qy:qy_77
— Mesure des moments macroscopiques.
— Collision (2.12]) dans I'espace des moments.

F F,
jy:J;"Jr?y, (Iy:q;:_jy,
Remarque : Les deux schémas de Boltzmann sont couplés. En effet le schéma fluide
dépend de la température T via la force F, et le schéma d’advection diffusion dépend du
fluide via la vitesse de convection du fluide V = (u,v).

GEOMETRIE ET CONDITIONS AUX LIMITES

On considére la convection naturelle dans une cavité Q =]0, H[x]0, H[ (voir la figure
6.1). Les deux murs horizontaux de la cavité sont adiabatiques i.e. 0T /dy = 0. Ainsi, les
conditions aux limites sont données par :

u = v=0suroQ (6.8)
T = T;sur{0} x[0,H] (6.9)
T = T,sur{H} x[0,H] (6.10)
% = 0Osur[0,H] x {0} et[0,H] x {H} (6.11)

Pour les conditions aux limites de Dirichlet sur la vitesse (6.8)), le schéma classique de
Bounce Back est utilisé. Par exemple si on considére le nceud du bord du mur inférieur
xp (voir la figure |6.2)), le schéma Bounce Back est donné par :

fz(xb, t+ AZ) f4(xe, t+ Al) ff (x;,, Z),
fs(Xb,l‘—FAt) f7(xc’t+At) :f7*(Xb,t),
Jo(xp.t + At) = fy(xa,t + At) = f& (xp, ).

Pour les conditions aux limites de Dirichlet sur la température et (6.10) sur les murs
de gauche et de droite du domaine Q, on utilise un schéma de anti-Bounce Back. En

I
I



47

effet, si une température constante 6 donnée est imposée sur le mur de droite (voir la
figure[6.2), on applique, alors, le schéma suivant au bord pour le noeud x; :

83(xp, 1+ A1) = —gi(Xe,t + A1) + % (4 — T — 2B) 6,

87(xp, 1+ A1) = —gs(xe, 1 + Af) + 5 (4 + 20 + B) 6,
86(xp,t + At) = —gg(xg,t + At) + (4 + 20 + ) 6.

Enfin, pour les conditions aux limites de Neumann sur la température (6.11) sur les

Om

1

FIGURE 6.2 — A gauche : Noeud x;, du bord en bas du domaine Q. A droite : Noeud x; du
bord a droite du domaine Q.

murs du haut et du bas du domaine Q, on utilise aussi un schéma de Bounce Back. Si
on considére un noeud x; du bord bas du domaine (voir la figure droite [6.2) le schéma
suivant est utilisé :

gs(xp, t + At) = g7(xc, t + At) =
86(xpt + At) = gs(xa,t + At) = g5 (xp, 1).

g2(Xp, t + At) = ga(xe,t + At) = g5 (xp, 1),
8

LA PLATEFORME DE CALCUL PARALLELE

Dans la mise en ceuvre, le modéle SPMD ("Simple Program Multiple Data") est utilisé,
pour faire les calculs paralléles. Ce qui signifie que tous les processeurs exécutent au
méme instant des instructions différentes d’'un programme unique avec des données dif-
férentes. On va adopter dans un premier lieu les calculs paralléles sur plusieurs pro-
cesseurs (CPU) ou le MPI "Message-passing-Interface" est utilsé pour la communication
entre les processeurs. Le domaine est alors découpé selon une direction en plusieurs
sous-domaines de calculs et des cellules fictives le long des interfaces sont utilisées.
Dans un deuxieéme lieu, les calculs sont fait sur des GPU (Graphics processing unit) au
lieu des processeurs (CPU). Cela consiste a utiliser le processeur graphique (GPU) qui
a une architecture massivement paralléle. En particulier la carte graphique TITAN (voire
tableau[6.7) de chez NVIDIA est utilisée.

Device | Cuda cores | Memory | Bandwidth | GFLOPS (SP,DP)
TITAN 2688 6.GB | 288.4 GB/sec 4500.0, 1300

TABLE 6.1 — Caractéristiques techniques de la carte graphique TITAN.

Dans le tableau on donne les caractéristiques techniques de cette carte. Enfin, on
donne ici, a titre d’exemple, si on utilise le schéma LBM sur la carte TITAN avec un
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maillage (réseau) de taille 512 x 512 en double précision (DP), on a une performance
= 824.12 MLUPS (Mega Lattice Site Updates per Second). Or si on utilise du MPI sur
5 x (core 17 —990X) on a une performance = 57.43 MLUPS. En conclusion les calculs sur
GTX TITAN sont 71.7 fois plus rapide que sur un processeur core i7 — 990X.

RESULTATS NUMERIQUES

Le paramétre qui contrdle la solution est le nombre Rayleigh
Ra = Bg(T, — T))H>Pr/v*.

Ici le nombre de Prandtl est fixé Pr = ~ = 0.71. On définit le nombre de Nusselt moyen
K
sur le mur chaud par :

— 1 "ot
Nu=———| — dy.
u (Tr _ T[) L 8x ’hotwall y

Ainsi, les quantités a calculer qui caractérisent la solution sont :
— la vitesse horizontale maximale sur le plan médian horizontal de la cavité u,,, et
sa position y
— la vitesse verticale maximale sur le plan médian vertical de la cavité v, et sa
position x,
— le Nusselt moyen Nu,
— le maximum de la fonction "stream” ¢, sur tout le domaine Q.
Remarque : Toutes les vitesses sont normalisées en utilisant la vitesse de diffusion y/H.
La température est sans dimension, les positions x et y sont normalisées par H.
e Convergence et dépendance de la solution a la taille du réseau :
On commence par étudier la convergence du schéma et la dépendance de la solution
a la taille des maillages. En effet, le tableau montre les solutions numériques pour
un nombre de Rayleigh Ra = 10° en utilisant des maillages de tailles diférentes. La so-
lution calculée par LBM approche les solutions "benchmark" données par De Vahl Da-
vis [Dav83] et Le Quéré [LeQ91]. Le tableau [6.2)donne aussi une convergence d’ordre 2
pour les différentes quantités mesurées. Ici, comme on ne connait pas la solution exacte,
la convergence est calculée par rapport a une solution de référence obtenue sur un
maillage trés fin de taille 1001 x 1001.

Pour un nombre de Rayleigh Ra = 10%, on a aussi étudié la dépendance de la solutiona
la taille du maillage pour un nombre de Rayleigh Ra = 10® pour les tailles suivantes :
495 x 495, 987 x 987 et 2016 x 2016. Le tableau[6.3montre que les quantités calculées par
la méthode de Boltzmann s’approchent de la solution "benchmark” de Le Quéré [LeQ91].

« Premier cas : Ecoulement laminaire (10° < Ra < 10°) :
Beaucoup de travaux ont traité la cavité chauffée pour un nombre de Rayleigh Ra =
103, 10%,10° et 105. On compare alors nos résultats au travaux suivants :

1. Vahl Davis [Dav83] (différences finies d’ordre deux et schéma d’extrapolation de
Richardson).

2. Mayne et al. IMUOQQ] (€léments finis adaptatives).

3. Kuznik et al. [KVRO7] Dixit et al. [DB06] et Liu et al. [LL10] (Boltzmann sur ré-
seau avec un seul temps de relaxation BGK) et Mezrhab et al. [MMB10], Wang et
al. IWW13] (LBM avec plusieurs temps de relaxation D2Q9 pour le fluide et D2Q5
pour la température.)
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TABLE 6.2 — Convergence et dépendance a la taille des maillages pour Ra = 10°.

Taille du maillage Nu Umax y Vinax X

477 9.5729 | 64.6766 | 0.8414 | 222.8704 | 3.6585.10~2
572 9.2079 | 64.8453 | 0.8508 | 218.5256 | 4.3859.10—2
812 8.8913 | 64.8181 | 0.8456 | 218.6303 | 4.3209.102
1612 8.7828 | 64.8375 | 0.8478 | 220.1784 | 4.0372.102
2252 8.8006 | 64.8393 | 0.8511 | 220.7288 | 3.7777.10 2
3212 8.8139 | 64.8403 | 0.8489 | 220.5115 | 3.8940.102
615> 8.8226 | 64.8391 | 0.8495 | 220.5741 | 3.8211.10~2
Solution de référence | 8.8241 | 64.8372 | 0.8495 | 220.5739 | 3.7993.10~>
Accuracy 2.109 2.0154 | 1.9261 2.0592 1.7571
Davis [Dav83] 8.817 | 64.630 | 0.850 | 219.360 | 3.8.10~2

Le Quéré [LeQ91] 8.825 | 64.483 | 0.850 | 220.559 | 3.8.1072

Le tableau [6.4] compare les résultats numériques obtenus avec des maillages de
tailles :105 x 105, 155 x 155, 205 x 205 et 255 x 255, respectivement pour un nombre
de Rayleigh Ra = 103,10%,10° et 10° avec les résultats cités ci dessus.

o Deuxiéme cas : (107 < Ra < 10%) :
Le Tableau [6.5{ montre les résultats LBM pour un nombre de Rayleigh Ra = 107 et Ra =
10® utilisant, respectivement, un maillage de taille 987 x 987 et 2016 x 2016.

Dans le tableau on compare nos résultats aux résultats obtenus par ([LeQ91],
[MP84], [DB06], [KVR07], [MMB10] et [CL14]) pour Ra = 107 et Ra = 108. On note que
nos résultats et ceux de Contrino et al. [CL14| sont les plus proches aux résultats de Le
Quéré [LeQaT].

Les solutions pour un nombre de Rayleigh Ra = 107 et Ra = 10® sont présentées dans
les figures [6.5] (lignes de courant) et[6.6] (isothermes).

« Cas instationnaire (Ra > 10%) :
Paolucci et al. [PC89] et Le Quéré [LeQ91] ont donné une approximation de la valeur du
Rayleigh critique, la valeur du nombre Rayleigh a partir de la quelle la solution devient
non stationnaire. lls montrent que le Rayleigh critique est trés proche de 2 x 108. Notre
schéma LBM donne une solution stationnaire pour Ra = 2 x 10® et une solution non
stationnaire pour Ra = 2.05 x 108.

Les figures et montrent I'évolution des quantités Nu, tyax, ¥, Vmax, €t x @U cours du
temps pour Ra = 2.05 x 108. On remarque que la solution est périodique dans ce cas.

Pour un nombre de Rayleigh Ra = 10° et Ra = 10'° on a une solution non stationnaire.
En effet les figuresetdonnent I'évolution du Nusselt Nu, le maximum de la
vitesse verticale u,,,, et sa position y pour x = 1/2 , le maximum de la vitesse horizontale
Vimax €t 8@ position x pour y = 1/2, pour Ra = 10° et Ra = 10'°.

Le Tableau [6.6| compare nos résultats LBM aux résultats de Markatos et al [MP84] et
Dixit et al [DBO6]. Enfin le Tableau [6.7 donne le maximum, le minimum et la moyenne
des quantités uuax, ¥, Vinax, x €t Nu.
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TABLE 6.3 — Dépendance 2 la taille des maillages pour Ra = 10°.

Mesh size Nu Umax Y Vmax | X
495% | 29.97 | 313.97 | 0.926 | 2219.3 | 0.011
9872 | 30.20 | 319.81 | 0.927 | 2222.8 | 0.011
20162 | 30.22 | 321.59 | 0.928 | 2222.7 | 0.012
Le Quéré [LeQ91] | 30.22 | 321.88 | 0.928 | 2222.2 | 0.012

FIGURE 6.3 — Les lignes de courant ("Streamlines") : a gauche pour un nombre Rayleigh
Ra=10%, a droite pour un nombre Rayleigh Ra=10°.

CONCLUSION

On a utilisé un schéma de Boltzmann sur réseau (a double populations) pour modéli-
ser la convection naturelle dans une cavité différentiellement chauffée. Pour un nombre
de Rayleigh < 10°, le schéma de Boltzmann donne des résultats trés proches des so-
lutions "benchmark". Pour Ra=10" et 10% on a des résultats meilleurs que ceux de Dixit
et al. [DB06|, Kuznik et al. [KVR0O7] et Mezrhab et al. [MMB10]. En effet nos résultats
sont les plus proches de la solution référence (benchmark) de Le Quéré [LeQ91]. On a
donné aussi une approximation du Rayleigh critique 2.05.108, en concordance avec les
résultats précédents. Enfin, on a utilisé ce schéma de Boltzmann sur réseau (a double
populations) pour modélier la convection naturelle dans une cavité lorsque la diffusion est
anisotrope. Les résultats numériques obtenus sont publiés dans l'article [7] (voir annexe).
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TABLE 6.4 — Comparaison des résultats numériques. Davis [Dav83|, Mayne et al. [MUQQ],
Liu et al. [LL10l, Dixit et al. [DB06], Kuznik et al. [KVR07], Mezrhab et al. [MMB10] et

Wanget al. [WW13].

Ra [Davea]  [MUOO]  [LL10]  [DBO6]  [KVROZ]  IMMBI0]  [WWi3]  Present
10° thar 3.649 3.6493 3.649 3.6529 3.636 3.667 3.6494 3.6494
y 03813 0.8125 0.810 0.8125 0.809 - 0.8132 0.8146
Vinax 3.697 3.6962 3.698 3.682 3.686 3714 3.6974 3.6975
x 0.178 0.1790 0.180  0.17183 0.174 - 0.1783 0.1791
Nu 11178 1.1149 1115 1.11272 1117 L112 11178 11178
107t 16178 161798 16154  16.163 16.167 16.202 161834 16.1855
y 0.823 0.8235 0.820 0.828 0.821 - 0.8232 0.8239
Vmax 19.617 196177 19614  19.569 19.597 19.644 19.6278  19.6294
x 0.119 0.1195 0.120 0.125 0.120 - 0.1189 0.1199
Nu 2243 22593 2229 2247 2246 2241 20448 22444
105t 3473 347741 34508 35521 34.962 34.805 347430 347470
y 0855 0.8535 0.855 0.8554 0.854 - 0.8546 0.8551
Vmax 68590 68.6920 68595  68.655 68.578 68.630 68.6318  68.6323
x 0.066 0.0665 0.065 0.0664 0.067 - 006588  0.066978
Nu 4519 44832 4489 45226 4518 4519 45218 45200
105t 64.63 646912 63456 64186 64.133 64.793 64.8277  64.8403
y 0.850 0.8460 0.848 0.8496 0.860 - 0.8498 0.8489
Vmax 219360 2208331 219788  219.866 220537 219663 2205506  220.5115
x 0.0379 0.0380 0.036 0.0371 0.038 - 003779 0.03894
Nu 8.799 8.8811 8.750 8.805 8.792 8.817 8.8192 8.8139

FIGURE 6.4 — Isothermes : & gauche pour un nombre Rayleigh Ra=103, & droite pour un
nombre Rayleigh Ra=10°.

TABLE 6.5 — Solutions calculées pour Ra = 107 et Ra = 10® utilisant respectivement un
maillage de taille 987 x 987 et 2016 x 2016.

Ra 107 108
Umaxr  30.1564  53.8356
Umar 1485561  321.5927

y 0.8789 0.9278
Vmax  699.1368 22227265
x 0.0217 0.0121
Nu 16.5216  30.2218




52CHAPITRE 6. APPLICATIONS A LA MECANIQUE DES FLUIDES ET LA THERMIQUE

TABLE 6.6 — Comparaison aux autres résultats :

Le Quéré [LeQ91], Markatos et

al. [MP84], Dixit et al. [DB06], Kuznik et al. [KVR0O7], Mezrhab et al. [MMB10] et Contrino
et al. [CL14] pour Ra = 107, Ra = 108, 10° et 10'°,

Ra =107 Present [LeQ91] [MP84] [DBO06] [KVRO07] [MMBi0] [CLi4]
Wmax 30.1564 30.1649 — — — 30.140 30.176
Unmax 148.5561  148.5954 — 164.236  148.768  148.400  148.585

y 0.8789 0.879 — 0.851 0.881 — 0.8793
Vinax 699.1368  699.1795 — 701.922  702.029  998.300  699.3224
x 0.0217 0.021 — 0.020 0.020 — 0.0213
Nu 16.5216 16.523 — 16.79 16.408 16.510 16.5230

Ra=10° Present [LeQ91] [MP84] [DB06] [KVR07] [MMB10] [CL14]
Wmax 53.8356 53.8475 — — — 53.323 53.9149
Umax 321.5927  321.875 5143  389.877 321.457  305.332  321.9063

y 0.9278 0.928 0.941 0.937 0.940 — 0.5530
Vinax 22227265 222239 1812 2241374 224336  2169.562 2222.3279
x 0.0121 0.012  0.0135 0.0112  0.0121 — 0.0120
Nu 30.2218 30.225  32.045 30.506  29.819 30.033 30.2241

Ra=10° Present [LeQ91] [MP84] [DB06] [KVRO07] [MMB10] [CL14]
Umax 530.8379 — — 503.24 — — —

y 0.9231 — — 0.966 — — —
Vimax 7110.7323 — — 6820.07 — — —

x 0.0064935 — — 0.0064 — — —
Nu 54.210 - — 57.350 — — —
Ra=10"" Present [LeQ91] [MP84] [DB06] [KVRO7] [MMBi10] [CL14]
Umax 1569.41 — 2323 2323 — — —

y 0.8559 — 0.9625  0.94023 — — —
Viax 22730.24 — 16890 21463 — — —

x 3.9370.1073 — 0.0055  0.49072 — — —
Nu 99.109 — 156.85  103.663 — — —

FIGURE 6.5 — Lignes de courant "streamlines" pour Ra = 107 (& gauche) et Ra = 10® (&

droite).
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FIGURE 6.6 — Isothermes pour Ra = 107 (& gauche) et Ra = 10% (& droite).

36

Nu

FIGURE 6.7 — Le Nusselt Nu en fonction du temps pour Ra = 2.05.10%

TABLE 6.7 — Résultats numériques pour Ra = 10° et Ra = 10'°.

N2

Ra max min moyenne

10° 10012 Nu 54.5267 53.9497 54.2109
Umax  705.6806 398.5403 530.8379
y 0.9765 0.8746 0.9231
Vmax  7175.0103  7055.7060  7110.7323
X 0.0064935  0.0064935  0.0064935

1019 20012 Nu  102.2830 96.6169 99.1093
Umar —~ 2441.5322 897.1037 1569.4172
y 0.9855 0.5052 0.8559
Vmax  23004.8136  22536.3544  22730.24122
x  3.9370.1073 3.9370.1073 3.9370.1073
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FIGURE 6.8 — Les quantités ux, y, vmax €t x en fonction du temps pour Ra = 2.05.10%
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LA DISSIPATION DE LA METHODE LBM
POUR LACOUSTIQUE

INTRODUCTION

Ce travail [14] aborde les points suivantes :

1. Modéliser I'équation du coup de belier (Water Hammer) : dans le domaine de I'in-
génierie hydraulique et des écoulements transitoires, la méthode LBM n’est pas
considéré comme adapté a la modélisation de I'écoulement compressible. En ef-
fet la méthode des caractéristigues (MOC) est préférée pour la modélisation des
écoulements transitoires en 1D et la méthodes des volumes finis (FVM) est généra-
lement utilisée pour ces écoulements en 2D. Dans ce travail, on montre que la mé-
thode LBM est tout aussi précise que la méthode MOC. Vu que la méthode LBM est
simple a programmer et pas couteuse du point de vue des calculs, elle pourrait étre
utilisée pour modéliser efficacement des flux transitoires en 1D. Par conséquent,
dans la premiere partie de ce travail, des applications classiques des écoulements
type coup de belier en 1D (eg. Ghidaoui [Ghi04], Chaudhry [CHA14]) sont modé-
lisées a l'aide de la méthode LBM. Les résultats LBM sont ensuite confrontés et
compares (rapidité, précision, ordre de convergence...) aux résultats de la méthode
MOC.

2. Dans la deuxieme partie de ce travail, le phénoméne de "surpression" de coup
de bélier en 2D est modélisé a l'aide de la méthode LBM. La comparaison des
résultats LBM avec ceux obtenus par un schéma de volumes finis (FVM) d’ordre
5, montre que la méthode LBM présente de la dissipation et de la dispersion nu-
mérique, quand la solution présente des discontinuités prononcées ou quand on
simule des ondes acoustiques radiales a hautes fréquences.

Le choix d’utiliser LBM avec plusieurs temps de relaxations (MRT) dans ce travail est
basé sur deux point essentiels : Premierement, la méthode MRT permet un traitement
séparé des termes de la viscosité de volume et de la viscosité de cisaillement. Cela
permettra de comprendre et de voir les mécanismes de dissipations sur les modes des
ondes radiales et longitudinales. Deuxiémement, la méthode MRT possédent plusieurs
paramétres libres, qui n’ont pas d’interprétation physique, mais qui permettent d’augmen-
ter stabilité du schéma et de modéliser des ondes acoustiques a hautes fréquences.
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LE SCHEMA DE BOLTZMANN POUR MODELISER LES APPLICATIONS DU COUP DE
BELIER

e Le cas a une dimension d’espace (1D) : Cette section décrit le schéma LBM pour
modéliser le "coup de bélier" dans un espace de dimension un. On utilise le schéma LBM
a trois vitesses discrétes (D1Q3), comme illustré dans la Figure [7.1]. Soit £ un réseau
régulier paramétré par un pas d’espace Ax (voir Figure [7.1),composé par 'ensemble de
nceuds (ou de sommets) £° = {x; € (AxZ)}; le paramétre At est le pas discret du temps

et 1 = & estla vitesse discréte du maillage (réseau). Les vitesses discrétes v;, i € (0,1,2)

sont choisies telles que v; = ci% =c¢id,0Ucy=0,ci=1¢etc, =—1.
2 0 1
° °
x—Ax x x+A x

FIGURE 7.1 — Stencil pour le schéma LBM D1Q8.

On rappel que, I'évolution du schéma LBM est décrite par I'équation (2.3) :
filxj t 4+ Ar) = fF(x; —viAt,1), 0<i<2, (7.1)

ou f; est la fonction de distribution associée a la i-éme vitesse discréte v;, la variable ¢
est le temps, les x; sont les positions des nceuds et I'exposant = désigne les quantités
apres la collision. Les 3 moments {my, ¢ € (0,1,2)} sont obtenus par une transformation
linéaire de I'espace des distributions {f;, i € (0,1,2)} discrétes. Ces moments sont la
densité my = p = fo + fi + fo, limpulsion m; = g = pu = A(f; — f>) (oU u est la vitesse du
fluide) et I'énergie my = € = /lz_z(fl + f»). Cette transformation linéaire de I'espace des f
vers I'espace des moments est donnée par la matrice M comme suit :

(mo,my,mx)" = M (fo, f1, /)", (7.2)
ou
1 1 1
M= o 1 -1 (7.3)
0o &£ &

Le moment (énergie) m; relaxe vers sa valeur d’équilibre (m5?) suivant la formule [Du08a] :

my = (1—s)my + smy, (7.4)

ou s (s > 0) est le temps de relaxation et la valeur d’équilibre m;? est définie par
e 1
mzq =3 (a//lzp +pu2) . (7.5)

En utilisant les développements de Taylor [Du08al, sur I'équation d’évolution du schéma
7.1}, on obtient I'équation équivalente a 'ordre deux :

Oip + Oxq = 0(A?), (7.6)
0rq + 2 0xp + 0x(pu?) — vo 02q O(A#?). '

ol ¢y = A y/a est la vitesse du son et

vo = 2At(1 — @) <§ — %) (7.7)
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est la viscosité cinématique. Le moment m5? et Eq. (7.5) fixent 'equation macroscopique

Eq. du schéma Eq. (7.1).

Léquation d’état qui relie la pression a la densité du fluide est

oP

i s, (7.8)

ou ¢, est la vitesse du son. Eq. est valable pour les tuyaux rigides et dans ce cas
cs est environ 1440 m/s, lorsque le fluide est de I'eau. Cependant, pour des raisons de
simplicité ¢, est pris égal a 1000 m/s.

e Le cas a deux dimensions d’espace (2D) : en deux dimensions d’espace, le maillage
(voir Figure[7.2) est défini par lensemble L0 = {x;; € (AxZ, AyZ)} avec Ax = Ay. Comme
dans le cas précédant 1D, le schéma LBM en 2D est décrit par :

filxj,t + A1) = fF(xj —viAt, 1), i€ (0...8), (7.9)
dans ce cas on a 9 vitesses discretes v; = A¢; (D2Q9) (see Figure 2) ou ¢y = (0,0), ¢; =

(1,0), c) = (0,1), c3 = (—1,0), c4 = (0,—1), cs = (1,1), ce = (—1,1), c7 = (—1,—1)
and cg = (1,—1). La encore, le schéma est basé sur les deux étapes fondamentales

6 2 5
N
3 1
0
v
7 4 8

FIGURE 7.2 — Stencil pour le schéma D2Q9.

d’advection et de collision décrites dans le cas 1D. Cependant, dans le cas 2D, on a
besoin de neuf moments {m;,k = 0,...,8}. Ces moments ont une signification physique
(voir eg [LLOQ]) : my = p la densité, m; = j, et my = j, représentent I'impulsion, m3 est
I'énergie, m4 est le carée de I'énergie, ms et mg sont les flux de I'énergie et m;, mg sont
les tenseurs de contraintes [LLO0]. Une transformation linéaire est utilisée (comme dans
le cas 1D Eq. (7.2)) pour passer de I'espace des f; vers 'espace des moments m; avec la
matrice M est donnée dans Eq. (4.9).

Les équations équivalents de Navier-Stokes sont obtenues en conservant les moments
mo = p, m = j, = pV,etmy = j, = pV,. Les autres moments relaxent vers leur valeur
d’équilibre (m;?) suivant I'équation [dH92] :

mp = (1= se)me+semy?, 3<€<8, (7.10)

En utilisant les développements de Taylor sur 'Eq. ([7.9)) on obtient les équations macro-
scopiques (équivalentes) d’ordre deux suivantes :

dp  OpVs opV,

= 7.11
ot 0x Oy ’ ( )
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opVy ,a+4dp 0 _, O
1 Pl Loy, —
a T 6 ox ox x T

— /l_zAt__a i_l i avx+% + i_l (a_z_l’_a_z)v +
3 2 \s3 2 pax Ox Oy sg 2 p ox2 oyt
—al? 1 1 *p 0p OV, ?p  0pdVy OpdVy
At —— = S N Wy PTy
- { 6 t< 2) <anx2 T2 ax T axey Toxay T oy ax>

2 1 1 2 2
+ iAz(———) (Vap+25pavx+vg+2apavx>},

3 sg 2 Yox2 T Tox ox | Yoy Jy dy
(7.12)
ﬁpVy za’ =+ 4 6/) 5 a 2
EP + 4 3 a—y + apVxVy + a—ypVy =

— /l_zAt ;a i_l ﬁ an+% + i_l (8_2_’_6_2)‘/
3 2 \s3 2 pé’y 0x Oy sg 2 o oy’

—al? 1 1 ?*p  _0pdVy P?p  0pdV, 0pdVy
A A L b S VA P P
* { t<S3 2><y6y2+ 8y6y+vﬁx8y+8x8y+6yax>

A2 11 Pp _opadVy Pp _opdVy
+ —At <S_3_§> (Vyﬁ-FZaE-Fvya—yz-an—ya—y)}

(7.13)
en utilisant j, = pV, et j, = pV, ou V, et V, sont respectivement les vitesses du fluide
selon les directions x et y. On note que ces équations macroscopiques contiennent des
termes en plus (voir les termes entre accolades Eq. et Eq. (7.13)) par rapport aux
équations classiques de Navier-Stokes. On peut montrer que ces extra-termes ont un
effet négligeable par rapport aux termes visqueux.

RESULTATS NUMERIQUES ET DISCUSSIONS

e Cas test 1D, coup de belier : Le phénomene dit de coup de bélier en 1D, consiste en
la fermeture soudaine d’une vanne en aval dans un systéme réservoir-tuyau-vanne (RTV)
avec un débit initial non nul [WSS93] (voir Figure [7.3). On considére alors les conditions
aux limites suivantes : une pression constante en amont (réservoir), et une vitesse nulle
en aval (V, = 0). Ces conditions aux limites sont imposées comme suit :
— En amont P(x = 0) = po : pour imposer une pression constante a I'entrée, on
utilise un schéma d’anti-bounce back (anti-rebond) au bord [BELO1]

filx1) = =f(x1) + @ rho, (7.14)

ou la quantité py = % est donnée par la condition au bord x; (le premier noeud
fluide). 3

— Enaval V,(x = L) = 0 : pour modéliser V, = up = 0 au bord x = L, on utilise un
schéma de bounce-back comme suit :

folaow) = £ Gow) + 2. (7.15)
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ou la quantité uy = 0 est donnée par la condition au bord xy (le dernier nceud
fluide).

Reservoir

Valve

FIGURE 7.3 — Systéme réservoir-tuyau-vanne (RTV).

Remarque Pour assurer la stabilité du schéma, le paramétre « doit étre dans [0, 1] car le
terme (1 — a) dans Eq. (7.6)) doit étre positif.

On considére la configuration suivante : la longueur du tuyau est L = 1000 m et la taille
du réseau est N, = 101. Ainsi, le pas d’espace est Ax = L/N, et la vitesse numérique

de l'onde acoustique est ¢; = % a. Le pas de temps discret et les parametres de

. , . A 1\

relaxations sont donnés respectivement par : Ar = \/&—x ets=— 20 4 .
Cs Ax(1—a) 2

Seul le parameétre « reste libre (non fixé). Ce parameétre représente le nombre dit Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL), qui est défini par :

N (7.16)

Ax
On note que pour le cas @ = 1, la viscosité cinématique équivalente (vo) (voir Eq. ([7.7))
devient nulle, et donc les équations macroscopiques (équivalentes) du schéma LBM (voir
Eq. (7.6) sont sans viscosité [Ghi04].
Trois cas tests sont considérés pour différentes valeurs de « et de s.

1. a =1, dans ce cas la viscosité numeérique (vy) est nulle pour toutes les valeurs de
s. Par conséquent, I'’écoulement est non visqueux.

2. «a = 1/3 et s est choisi tel que la viscosité v, soit égal a la viscosité cinématique de
eau 10~%m?/s.

3. a=1/3ets=1.1.

Les figures[7.4][7.5]et[7.6/donnent une variation de la pression normalisée (par la pression
de Joukowsky (Pjou = po VV¢y)) au niveau du vanne en fonction du temps. Le premier
cas test, représenté par la figure montre que la méthode LBM donne la solution
exacte du coup de bélier pour un systéeme RTV avec un écoulement non visqueux. On
rappelle, que la solution "exacte" est obtenu en utilisant la méthode des caractéristiques
(MOC) [WSS93]. Ce résultat est intéressant car en général la méthode LBM résout les
écoulements visqueux.

De plus, si s = 1 le schéma LBM est équivalent au schéma de différences finies suivant :

n+1 1 1

P 3 (P TP ) 3 (q?+1 - q?—l) ’ (7.17)
n+l 1 P '
i T 2\ Gt i) 2 P P
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qui résout la densité et de la quantité de mouvement par la méthode des caractéristiques
(MOC) ; ou n désigne le n-eme pas de temps et j est la position du jéme nceud.

Dans le deuxiéme cas test, on considére un écoulement visqueux (vo = 10~°m?/s). La
figure montre que le schéma est a la limite de stabilité. Cela est du a la valeur du
temps de relaxation s (qui pilote le terme visqueux dans I'équation trop proche de 2
(s = 1.999999999650126) alors que s doit étre strictement plus petit que 2 pour assurer la
stabilté du schéma.

Dans le troisieme cas test, les paramétres « et s sont (¢ = 1/3 et s = 1.1). Avec ces
valeurs, la viscosité cinématique numérique est vy = 5000 m?/s. La figure montre que
'onde acoustique est atténuée.

(P—PO)/ P  jou
!
)

6
t/ (L)

FIGURE 7.4 — Cas 1-d LB. La pression de Joukowsky en fonction du temps mesurée a la
sortie du tuyau (i.e x = xy) avec a = 1 et vy = 0.

PPY/P,

FIGURE 7.5 — Cas 1-d LB. La pression de Joukowsky en fonction du temps mesurée a la
sortie du tuyau (i.e x = xy) avec @ = 1/3 et vy = 1075.

e Cas test de deux dimensions d’espace 2D : Dans cette section, on considére un
écoulement laminaire visqueux, décrit par la figure On note ici que y représente la
variable radiale et V, est la vitesse radiale.

Les conditions initiales sont : une vitesse initiale constante et une pression qui varie
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(P-P)/P,.,

FIGURE 7.6 — Cas 1-d LB. La pression de Joukowsky en fonction du temps mesurée a la
sortie du tuyau (i.e x = xy) avec @ = 1/3 et s = 1.1 (i.e. vp = 5000).

Reservoir

valve

T —) "o

FIGURE 7.7 — Systéme Reservoir Tuyau Vanne (RTV).

linéairement le long du tuyau données comme suit :

2
Vi(y) 2Vf3<1—1y3), 0<y<R,
(7.18)
32 00 V0
P(x) = po— Y o0<x<L

D2

ol v est le viscosité cinématique de I'eau (v = 107°m?/s); D = 2R est le diamétre du
tuyau (D = 0.4m) avec R le rayon de la conduite ; la constante V! est la vitesse moyenne;
po est la densité initiale (oo = 1000 kg/m?) ; et la constante p, (jauge) est la pression dans

le tuyau.

Il est important de noter qu’on passe d’'un systeme a coordonnées cylindriques, vers
un systéme a coordonnées cartésiennes (vu que LBM est écrit en coordonnées carté-
siennes), on a des termes supplémentaires qui sont ajoutés aux équations 2-d Navier-
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Stokes :
&_p opVy  0pVy _ _p_Vy
o dy | ox y ’ (7.19)
——
Termes du au systeme de coordonnees radiales
apVy 20p 0 o O
T r V2 —pV,V, =
o Sy e T E
o [V, oV, uAA (Y VN po,
= + )= + + uAV, | + 2) Ly :
[(ﬂ % <<9y 0X> g y] y \dv y/) y?
Termes du au systemeze coordonnees radiales
(7.20)
0pVy ,0p 0 0 .5
—= + i+ =pV\Vi+ =—pV; =
o “Sox ol T e

o [0V, oV, U+ A0V, udvVy p
= Ao\ A A X - - - T Vyhx s
[(y+/l)ax<ay+ax>+u V]+ . ax+yay yV)V

Y
Termes du au systeme de coordonnees radiales

(7.21)

)

ou V, est la vitesse selon x et V) est la vitesse selon y.

Le schéma D2Q9 introduit au debut de ce chapitre (Eq. (7.9)) est utilisé pour résoudre
I'équation Eq. (7.19), Eq. et Eq. (7.21)). On note que les extra-termes du au systéme
de coordonnées radiales sont pris en compte dans le schéma LBM.

On considére le domaine Q = [0,L] x [0, H] et le maillage (réseau) £° = {x;; € AXZ x
AYZ,1 <i< Ny, 1 < j < N,} paramétrée par le pas d’espace Ax = Ay. Les conditions aux
limites sont comme celles du cas précédent (1D), avec les conditions supplémentaires
de vitesse radiale nulle et de non glissement (no slip) aux parois de la conduite. Ainsi, on
utilise les schémas au bord suivants :
— En x = 0 (en amont) on a P(x = 0) = po : pour imposer une pression constante
po, on utilise un schéma d’anti-bounce back (anti-rebond) au bord comme suit :

filxay) = —flxey) + %%’
f(xay) = —flxej-n) + 4+?§+Bf—§, (7.22)
f(xay) = —folxe,j+1)) + 4+%§+B[C)—§,

ou po est donnée au bord pour 1 < j < N,.
— Enx =L (enaval)ona V,(x = L) = 0: pour imposer une vitesse nulle V, = 0, on
utilise un schéma bounce back (rebond) au bord comme suit :

Baw,g) = Axwe))s
Jo(xv,.j) = BN +1,41))» (7.23)
F(xwvep) = 5w +1,-1)

oul<j<N,.
— A la frontiére du tuyau on a V,(y = R) = 0 : pour imposer une vitesse nulle V, = 0,
on utilise un schéma bounce back (rebond) comme suit : Bounce back pour x;; et
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xi’NyOUlging:

fa(x@n) = flx@o)
fS(x(i,l)) = f7(x(z 10) (7.24)
Jo(x@n) = f(xis10)-

Ja(x(iny)) H(xin,+1))s

Hxiny) = i) (7.25)

f(xiny) = fo(Xirin+1))-
Le domaine est donnée par : L = 1000m, D = 0.4 m et Ies differents maillages (réseaus)

suivants : N, = 20,160 et 500, N, = N’ . Le nombre de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
est donné par Cp = ¢, &L = %, ol ¢y = A ‘”4 = 1000m/s est la vitesse de I'onde. Par

a+4

conséquent, le nombre CFL est Cy = . Ainsi, les parametres LB sont fixés comme

suit:a = 6C3 —4, At = ﬁ—jco, a=-2, et,B = 1. Le pas de temps A¢ et le pas de I'espace
Ax sont fixés pour avoir une vitesse de propagation d'onde ¢; = 1000m/s. Les autres
parametres de relaxation du scheme LB sont fixés par identification entre les équations

Eq. (7.12), Eq. (7.13) et Eq. (7.20), Eq. (7.21) comme suit :

A2 1 1 1
Ho = ?At (S_ B 5) p=voxp = 58 = 3vg 1 (726)
8 ax T2
w  —al’ 11 1
Ho _ A — — = - . 7.27
3 6 <S3 2 P = 53 ( )

L'équation est determinée par la viscosité cinématique elle fixe le parametre de
relaxation sg, et 'équation , qui découle de la relation Stokes, fixe le parameétre de
relaxation s3. Ainsi, pour modéliser le probléme du coup de bélier, ot vo = 10-%m?/s, les
parametres de relaxation sont sg = 1.99999986 et s3 = 199999953. En effet, dans ce cas,
le schéma LBM est instable car sg et s3 sont trés proches de la limite de stabilité (sg < 2,
s3 < 2).

Dans la suite, les différents tests sont effectués pour fixer les parametres de relaxation s3
et sg, dans le but de modéliser le coup de bélier en 2D sans perdre la stabilité du schéma.
Les Figures[7.8] et[7.17] montrent la variation de la pression normalisée par la
pression de Joukowsky (P, = rhoo VY c;) en fonction du temps (mesurée au niveau de
la vanne et sur la ligne centrale de la conduite). La Figure [7.8)montre la valeur maximale
de sg qu’on peu prendre sans perdre la stabilité du schéma tout en respectant la relation
de Stokes (Eq ). Dans ce cas, le schéma est trop dissipatif, d’'ou le maintien de la
relation de Stokes n’est pas possible pour modéliser le coup de belier. La Figure
on a sg = 1.99965 (i.e. viscosité vy = 107> m?/s) et s3 = 1.1. Avec ce choix, le schéma
est beaucoup moins dissipatif et donne des résultats satisfaisants. On note que les
oscillations observées sur les figures [7.8] et [7.9] sont physiques et sont dus aux ondes
radiales (voir [LM16l |LG17a, LG17b]). Ces ondes radiales sont excitées par la fermeture
instantanée de la vanne et se propagent le long du tuyau. La figure [7.9 montre que
ces ondes radiales se dissipent rapidement. Alors que, dans le cas ou on augmente s3
(1.45) sans changer la valeur de sg et sans perdre la stabilité, la figure [7.170] montre que
les ondes radiales sont moins dissipées et que les ondes axiales restent inchangés.
La figure décrit le cas ol s3 est maintenu a la valeur maximale 1.45 alors que sg
est égale a sg = 1.9965 pour réduire la viscosité (on a vy = 1072 m?/s). Dans ce cas,
la figure montre que la dissipation d’'onde radiale reste inchangée tandis que les
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ondes axiales sont plus dissipées que dans les cas précédents. Ces différents cas tests,
montrent que le paramétre de relaxation s3 (i.e. la viscosité de volume), gouverne le
mécanisme de dissipation des ondes radiales; alors que le paramétre de relaxation
sg (I.e. la viscosité de cisaillement), gouverne le mécanisme de dissipation des ondes
axiales.
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FIGURE 7.8 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L,y = 0) ou s3 = 1.75, sg = 14
(vo = 0.49) et Ny = 100.

1.5F b

1
)
\
i

‘\\‘!)“H}'I‘Avmuw ———

ﬂ‘:w | ’ !
g | I '

0.5}

Jou

(PP, /P

or |

t/(L/c_s)

FIGURE 7.9 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L,y = 0) U s3 = 1.1, sg = 1.99965
(vo = 1073) et Ny = 20.
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FIGURE 7.10 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L, y = 0) ou s3 = 1.45 et sg = 1.99965
(vo = 1073) et Ny = 20.
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FIGURE 7.11 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L, y = 0) ou s3 = 1.45 et sg = 1.9965
(vo = 1072) et Ny = 20.

Pour le reste des cas tests, on fixe les valeurs des parametres de relaxation s3 = 1.45
et sg = 1.99965. Dans un premier lieu, on étudie la convergence du schéma, ensuite on
compare nos résultats aux autres méthodes numériques d’ordre élevé (Volumes finis type
"Riemann solveur") [LM16, LG17c].
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ORDRE DE CONVERGENCE DU SCHEMA ET COMPARAISONS

Les différents maillages utilisés sont pour un nombre N, (le nombre de nceuds dans la
direction y) qui varie de N, = 20 (maillage grossier), N, = 40,80 a N, = 160 (maillage
fin). Le nombre de nceuds N, dans la direction x est choisi de tel sorte que Ax = Ay.
On note que le schéma se révele stable pour ces différents maillages. Comme on ne
dispose pas de solution exacte, la solution obtenue avec N, = 320 est considérée comme
la solution exacte du probléme. Deux cas tests de convergence sont examinés. Dans le
premier cas, la durée de la mesure de la pression utilisée pour calculer les normes ¢! et
£* est de L/a secondes. Ainsi, le saut important de la pression n’est pas inclut dans les
calculs de convergence. Dans ce cas, le tableau montre que I'ordre numérique de
convergence est de environ 1. Dans le deuxiéme cas, la durée de mesure de la pression
est compléte (jusqu’a 6L/a secondes). Le tableau montre un ordre de convergence
numérique d’environ 1.

TABLE 7.1 — Ordre de convergence numériques de simulation du coup de bélier en 2D ou
Nyrer = 320.

4 %)

40 | 1.2722 | 0.9280
80 | 1.2350 | 0.9810
160 | 1.3748 | 1.0947

TABLE 7.2 — Ordre de convergence numériques de simulation du coup de bélier en 2D ou
Nyrep = 320.

£ 123

40 | 0.8331 | 0.7228
80 | 1.0914 | 0.8368
160 | 1.2740 | 1.0034

Le schéma D2Q9 est comparé a un schéma type volumes finis d’ordre 5 (basé sur un sol-
veur de Riemann) (FVRS) [LM16,LG17c]. Les figures (7.12]a-d) montrent une comparai-
son entre le FVRS avec un maillage de taille N, = 20 et le schéma LB avec les différents
maillages N, = 20, N, = 40, N, = 80 et N, = 160. Pour plus de clarté de ces résultats, on
a agrandi les différentes figures a des endroits différents. La figure [7.13]montre un zoom
de la variation de pression en fonction du temps (jusqu’a r+ = L/a secondes) et montre
que le schéma D2Q9 LB converge au fur et a mesure que le maillage est raffiné. Cela est
dd aussi que la viscosité numérique du schéma diminue quand on raffine de plus en plus
le maillage (voir équation ([7.26)). La figure [7.13] (b) montre que la différence entre les
ondes radiales devient petite entre les deux schémas pour le maillage raffiné. La figure
[7.14montre les ondes radiales pour un intervalle de temps [4.2 L/a, 5.2 L/a] secondes. Ici
aussi, on constate la convergence numérique du schéma LB et une bonne concordance
globale entre les deux schéma LB (pour N, = 160) et le schéma FVRS (Figure[7.14](a)).
Cependant, la figure[7.14] (a) montre qu’il y a une légére différence d’amplitude entre les
résultats des deux schémas et que le schéma LBM est plus dispersif. En effet, la figure
[7.15] montre que le schéma LB présente un effet de dispersion, en particulier quand le
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maillage est grossier. Par conséquent, pour modéliser des modes supérieurs (ondes ra-
diales et modes des ondes azimutales), qui sont de nature dispersive, il faut tenir compte
de ce défaut de dispersion di au schéma LB. Il faut, alors utiliser un maillage trés fin pour
palier ce défaut et assurer la précision de la modélisation du comportement d’'ondes a
haute fréquence.

() (b)
3 3
— LBMN=160 LBM N =80
2 - = RSN =20 1 2 - = = RSN =20
= y < y
) o)
~ ~
s s
| 0 |
U U
-1
I
-2
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t/Llc_s t/Llc_s
(O] (d)
3 3
e LBM Ny=40 LBM Ny=20
2 - - -RSN, =20 ] 2 - - RSN =20

Jou
Jou

(P-P)IP
(P-P)IP

t/Llc_s t/Lic_s

FIGURE 7.12 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L, y = 0) en utilisant la méthode du
solveur de Riemann 3eme/5eme ordre (RS) avec N, = 20 et en utilisant la méthode LBM
avec s3 = 1.45 et s3 = 1.99965 et pour les différents maillages (a) N, = 160, (b) N, = 80,
(c) Ny =40 et (d) N, = 20.

DISCUSSION SUR LES PERFORMANCES DU SCHEMA LBM LORS DE LA MODELI-
SATION DES ONDES DISPERSIVES A HAUTES FREQUENCE

On consideére dans cette section le systeme de conduite comme décrit par la Figure
avec les conditions initiales suivantes :

p = po = 1000kg/m?,

P = po= pogHo = 1000 x 9.81 x 10 = 9.81 x 10* Pa,

Vy, = 0, V,=0, (7.28)
D = 04m, L=100m,

cs = 1000m/s.

La conduite est supposée infinie et la limite en aval est suffisamment éloignée pour qu’au-
cune réflexion ne géne la mesure des ondes. On considere une source d’ondes acous-
tigues située en amont (x = 0). La forme d’'onde générée a la source est donnée dans la
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FIGURE 7.13 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L,y = 0) en utilisant la méthode du
Solveur de Riemann 3eme/5eme ordre (RS) avec N, = 20 et en utilisant la méthode LBM
avec s3 = 1.45 et s3 = 1.99965 et pour les differents maillages (a) N, = 160, (b) N, = 80,
(c) Ny =40 et (d) N, = 20.

figure Cette forme d’'onde est choisie car elle permet de sélectionner la largeur de
bande de fréquence souhaitée (FBW). La forme sélectionnée est donnée par :

~\ 2 ~
Py(1) = P exp —4% log(10) (t - E) sin [wc(t - ﬁ)]

c We

(7.29)
where 0 <1< tywe = WE

ou w,. = 2r f, est la fréquence angulaire (en rad/s) avec f, est la fréquence centrale (en
Hz); P est la pression dans la source; P, = 0.1 pg est la pression maximale dans la
source avec pg est la pression initial dans la conduite; #,.,. est la durée pour générer
I'onde dans la source; et 8 = 80x est le coefficient qui controle le FBW. La source est
considérée circulaire avec un diameétre donnée D; et localisé sur la ligne centrale de la
conduite. A l'instant r = 0 s, le fluide est supposé étre au repos. Les conditions au bord a
'entrée de la conduite sont

P; for 0 D,
P(r) po+ f or <r < ?,
po sinon.
vy = 0, (7.30)
oV
=0
ox
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FIGURE 7.14 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L,y = 0) en utilisant la méthode du
Solveur de Riemann 3eme/5eme ordre (RS) avec N, = 20 et en utilisant la méthode LBM
avec s3 = 1.45 et s3 = 1.99965 et et pour les différents maillages (a) N, = 160, (b) N, = 80,
(c) Ny =40 et (d) N, = 20.

En raison des effets de dispersion et dissipation dis au schéma LB, on considére un
maillage/réseau raffiné de la taille suivante N, x N, = 500 x 62500. Ce maillage devrait at-
ténué les effets de dispersion. Comme le schéma LB est facilement parallélisable, le cas
test est exécuté sur plusieurs (30) coeurs pour réduire le temps de calcul. Les figures[7.18|
a et b montrent les variations de la pression mesurée a 25m de la source et sur la ligne
centrale de la conduite (x = 25m, y = 0) obtenues respectivement en utilisant les sché-
mas FVRS et LBM. Les deux formes d’onde observés sur la figure [7.18| correspondent
au mode d’onde plane et le premier mode radial [LM16] LG17a]. On note que, méme en
utilisant un maillage tres fin, le schéma LB reste trés dissipatif en comparaison avec le
schéma FVRS d’ordre 5. Cela démontre la nécessité d'utiliser des schéma d’ordre élevé
lors de la modélisation des ondes a hautes fréquences (dispersives). En conclusion; I'ef-
fet des termes d’ordre élevé du schéma LB nécessiteraient une étude plus poussées pour
déterminer si de meilleures résultats pourraient étre obtenus pour la modélisation de ce
type de probléme.

CONCLUSION

La méthode de Boltzmann sur réseau a plusieurs les temps de relaxation (MRT) est uti-
lisée pour modéliser I'acoustique, en particulier le probléme du coup de bélier en une et
deux dimensions d’espace (1D et 2D). Pour le cas 1D, on a montré que la méthode LBM
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FIGURE 7.15 — Variation de la pression en fonction du temps mesurée au niveau de la
vanne et sur la ligne centrale de la conduite (x = L,y = 0) en utilisant la méthode du
Solveur de Riemann 3eme/5eme ordre (RS) avec N, = 20 et en utilisant la méthode LBM
avec s3 = 1.45 et 53 = 1.99965 et pour les différents maillages (a) N, = 160, (b) N, = 80,
(c) Ny =40 and (d) N, = 20.
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FIGURE 7.16 — Esquisse d’un systeme de conduite non bornée.

(MRT) donne la solution exacte du probléme dans le cas d’'un écoulement non visqueux.
Ceci montre qu’on peu modéliser des écoulements non visqueux avec la méthode LB
(il suffit de prendre « égale a 1 c’est a dire un nombre CFL égale a 1). Pour le cas 2D,
le schéma LBM MRT est comparé a un schéma volumes finies d’ordre 5. Tout d’abord,
le test classique du coup de bélier est considéré avec écoulement laminaire. On trouve
alors que le paramétre de relaxation sz, qui pilote la viscosité de volume, gouverne le
mécanisme de dissipation des ondes radiales. Par contre, le paramétre de relaxation sg,
qui pilote la viscosité de cisaillement, gouverne le mécanisme de dissipation des ondes
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FIGURE 7.17 — Forme de la source (8 = 16/x). Gauche : en fonction du temps ; Droite :
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FIGURE 7.18 — Mesure de la variation de la pression en (x = 25m,y = 0) ou D; = 0.2D.
(a) Obtenue en utilisant le schéma FVRS. (b) Obtenue en utilisant le schéma LBM ou
53 = 1.45, sg = 1.99965.

planes. Dans I'ensemble, les résultats montrent que la méthode LBM est capable de
modéliser les applications du coups de bélier a basses fréquences avec une bonne pré-
cision. Deuxiémement, un cas de test a haute fréquence est considéré, qui consiste a
générer des ondes de hautes fréquence dans une conduite infinie. Dans ce cas, le mode
onde plane (MO0) et les premiers modes radiaux (M1) sont excités et se séparent. Les
tests numériques pour ce cas test "difficile", montrent que le schéma LBM devient in-
stable et que la dissipation/viscosité numérique (d’ordre supérieur) joue un réle important
guand on modélise des ondes a hautes fréquences. Les détails de ce travail sont publiés
dans l'article [14] (voir annexe).
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LA METHODE LBM POUR LA
SEGMENTATION D’ IMAGES 3D

Ce travail traite le probléme de la segmentation des tumeurs dans les images échogra-
phiques 3D. On propose une nouvelle approche basée sur une formulation variationnelle
et la méthode LBM (a plusieurs temps de relaxation) MRT. En effet le terme d’attache
aux données ést donné par la fonction de log-vraisemblance et le terme de régularisation
de I'énergie a minimiser est donné par I'équation de réaction diffusion de Allen-Cahn.
Les schémas LBM D3Q7 et D3Q19 sont alors utilisés pour résoudre I'équation de dif-
fusion non linéaire correspondante. On montre pour ces schémas comment choisir les
différents parametres LBM (plusieurs temps de relaxation, distributions d’équilibres, ...)
pour obtenir un schéma exact en volume a I'ordre quatre. Ce choix s’avére plus pertinent
qu’un schéma BGK (avec un seul temps de relaxation) LBM ou tous les paramétres LB
sont fixés par I'équation équivalente (macroscopique). Les applications numériques de
cette nouvelle approche, sur des images échographiques réelles (fournies par un derma-
tologue), montrent des performances (augmentation de 10% l'indice de Dice et augmen-
tation de 25 %) par rapport a la méthode level set[SCD17].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans un premier lieu, on commence par une bréve
description du schéma MRT LBM en 3 dimensions d’espace (3D) pour la segmentation
utilisant les modéles de champ de phase. Ensuite, on fait une étude détaillée la consis-
tance et de la stabilité du schéma. Enfin on montre les résultats numérique de méthode
LBM sur des images échographiques synthétiques et cliniques. Ces résultats sont com-
parés avec d’autres approches de segmentations d'images.

LA METHODE LBM MRT POUR LA SEGMENTATION D’IMAGES

Dans cette section, on décrit la méthode LBM pour une formulation variationelle de I'éner-
gie de Cahn-Hilliard. Le flot du gradient correspondant a cette formulation variationelle est
un probléme de diffusion non linéaire [CLM92] [CLC12] [Wei99], dont la solution évolue
au cours du temps vers la minimisation de cette énergie.

On considere I'energie donnée par :

Ec(u) = —LL(u) + £ ECH, (8.1)

cw

ou u et cy sont des constantes. Le terme LL(u) représente le logarithme de la vraisem-
blance du rapport entre lintensité a I'intérieur et I'extérieur de la region a segmenter

75
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[SCD17]. Le terme de régularisation ES" est I'énergie de Cahn-Hilliard donnée par :

2
ESH (u) = J (eM + lW(u)) dx. (8.2)
Q 2 €
Dans 'equation ci-dessus le terme W est une fonction potentiel a double puits définie par
W(u) = u*(1 — u)?/2. En utilisant la méthode de descente de gradient, on montre que
la solution u (dans I'espace L?) qui minimise I'énergie de Cahn-Hilliard (Eq. est la

solution de I'équation de réaction diffusion d’Allen-Cahn suivante :

% = <6Au - éW’(u)) ) (8.3)
La dynamique de cette équation fait évoluer le champ de phase « de maniére a prendre
les deux valeurs distinctes, 0 et 1, dans chacune des phases. Cela crée une interface
diffuse de taille & oU u varie d’'une maniére réguliére de 0 a 1. Le flot du gradient de ES#
est associée a une minimisation "géométrique". En effet, on peut montrer que le I'énergie
de Cahn-Hilliard '—converge, quand £ vers 0, vers l'aire de l'interface de transition a une
constante multiplicative prés cy = SO s)ds, qui ne dépend que de W (pour plus de de-
tails voir par exemple [FT89] [Gur96 |). On suppose maintenant que I'image a segmenter
se compose de deux régions. La premiere, notée Q4 est la région d’intérét qui correspond
a la phase 1, la deuxiéme notée Qp est la region "arriére-plan" qui correspond a la phase
0. On suppose que les distributions de lintensité dans Q4 et Qg sont différentes. D’apés
[SCD17], 'hypothése de vraisemblance H1 : "les distributions d’intensités I(x) dans les
deux régions Q4 et Qp sont des variables aléatoires i.i.d. avec des distributions différentes
P, et Pg" est comparée a I'hypothése HO : "toutes les distributions d’intensités en Q4 et
Qp sont des variables aléatoires i.i.d. suivant une distribution unique Pq, q,". Le terme
de I'attachement aux données (le terme d’énergie dans Eq. (8.1)) est moins le logarithme
de vraisemblance du rapport des deux hypothéses, donnée par :

(Tlea, PAU()) T eq, PoI(x))
b =loe ( [enyomy Paroan 100) ) | 64
On aalors :
LL = Z log P4 (1 2 log Pp(1 (8.5)

XEQ, XeQp

ou ¢ est une constante qui ne joue pas de role dans la minimisation de LL. Dans la suite,
les distributions P4 et Pp sont evaluées a l'aide des estimations non paramétriques de
Parzen notées P, et Py. D’aprés le théoréme d’équipartition asymptotique [CT91], on
peut remplacer le terme (1/|Qa|) >, ,cq, log Pa(I(x)) par I'entropie >, P4 (1) log Pa(I) (et de
méme pour P, P4 et Pg). Un calcul simple montre que :

ZPA )Ylog Pa(I |Q | Z log P4(I (8.6)
xeQy
= DIVKL PAHPA ZPA IOg PA ) (87)

ou Divg; est la divergence de Kullback-Leibler. Ainsi, le logarithme de vraisemblance du
rapport LL impliqué dans le terme d’attache aux données s’ecrit :

=(Sa —I—SB), (8.8)
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avec
Sa=1Qu| Y Pa(I)log Pa(I). Sp=|Qs|>. Py(I)log Py(I), (8.9)
1 1
ou [Qa| = §,, dx, [Qp| = {, dxet:

_ §u?K,(I1(x) — Idx

Pa(I) T (8.10)
u— 12K, (I(x) = Ddx

sont les estimations de Parzen [KEYQ5], [Pa62], pour les distributions P4 et Pg en fonction
du champs de phase u. On note que K, est le noyau Gaussien avec un écart type o. On
a alors le résultat suivant :

Proposition 3. Nguyen, Tekitek, Delachartre, Berthier [15]
Le flot du gradient de I'énergie est donné par :
ou

o 2ulog Pa(I(x)) + 2(u — 1)log Pp(I(x)) + % (sAu - éW’(u)) . (8.12)

Ainsi le flot (8.12) s’écrit sous la forme d’une équation de diffusion, avec un terme source,
comme suit :

% V. (KVu) + F, (8.13)

ou le coefficient de diffusion K est donné par :
% = £, (8.14)

cw
et le terme source F est :
A A 1
F =2ulog Po(I(x)) +2(u—1)log Pg(I(x)) — Cigw’(u). (8.15)
w

Levolution du flot du gradient (8.12) fait diminuer I'énergie E. vers un minimum local qui
peut dépendre du choix de la condition initiale car le probléme d’optimisation sous-jacent
est non convexe. Dans le méme temps, I'énergie L? ||, de la solution de I'équation de
diffusion non linéaire peut augmenter au cours du temps si la condition initiale se situe a
lintérieur de la tumeur. Les Figures [8.1] (a) et (b) montrent les résultats obtenus sur une
image synthétique (voir Figure [8.41). Dans cet exemple, le minimum local est atteint au
bout de 70 itération

LES SCHEMAS LBM

On note que ce travail est plus exploratoire et concerne directement la possibilité d'implé-
menter efficacement des algorithmes de segmentation a I'échelle mésoscopique. Notre
motivation premiére est le constat qu'il peut paraitre assez artificiel de créer un modéle
continu a partir de données discrétes pour ensuite le re-discrétiser a des fins d’'implé-
mentation. La question sous-jacente est la suivante : peut-on calibrer des schémas LBM
qui, au-dela des lois de contraintes physiques qui sont généralement utilisées pour les
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FIGURE 8.1 — (a) I'énergie E. en fonction du temps. (b) L? énergie |ju|, en fonction du
temps.

construire, puissent intégrer les informations pertinentes pour la segmentation ? Il existe
trés peu de contributions a I'’heure actuelle concernant cette problématique. On peut ci-
ter Wan17] et [Wen17] pour des implémentations de dynamiques level sets ou encore
[CCS14] et [JLS99] pour du débruitage et de la détection de contours. Dans tous les cas,
les schémas utilisés sont des schémas trés simples de type BGK qui se révélent plus ou
moins pertinents en fonction de la complexité des images. Il est clair que la segmentation
de tumeurs dans des images 3D UHF d’environ 75 millions de voxels par des schémas
LBM présente des difficultés qui n’ont fait 'objet d’aucune investigation.

Compte tenu de leurs performances pour reproduire des écoulements ou des transferts
de chaleurs [AESQ9], [PD15] [MJAOSG], et de la facilité avec laquelle on peut les paral-
Iéliser, les schémas LBM sont devenus des outils numériques puissants aux applica-
tions multiples permettant des simulations en temps réel. Il est donc naturel d’essayer de
construire de tels schémas pour notre probléme qui implique des données particuliére-
ment volumineuses.

Concretement, il s’agit d’étudier la possibilité d’implémenter par un schéma LBM une
équation de diffusion non linéaire, I'équation du flot (8.12), du type :

% =V (KVu) + F, (8.16)

dont le coefficient de diffusion K est donné par :
¥ = H (8.17)

cw

et le terme source F par :
A A 1
F =2ulog Po(I(x)) + 2(u — 1)log Pp(I1(x)) — CigW’(u). (8.18)
w

On note ici, que la principale difficulté provient de ce terme source.
e Les schémas BGK et MRT

Dans la suite, nous utiliserons deux schéma LBM 3D particuliers. Le premier est le
schéma D3Q7 dont les 7 directions de vitesse et les poids sont donnés par (voir la fi-

gure[8.2) :
[ (0,0,0) i=0
¢ _{ (£1,0,0), (0,+1,0), (0,0,+1) i=1,2,...,6 (8.19)
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14 i=0
t"‘{ 1/8 i=1.2,...,6 (8.20)

Le second est le schéma D3Q19 dont les 19 directions de vitesse et les poids sont donnés
par (voir la figure|8.3) :

e = (£1,0,0), (0,41,0), (0,0,£1) i=1,2,...,6 (8.21)
(£1,+1,0), (£1,0,+,0), (0,£1,£1) i=7,8,...,18
1/3 i=0
t = 1/18 i=1,2,...,6 (8.22)

1/36 i=7.8,...,18

14
/: 1 1 /:
] ) 1
: ! b
: ! [ 16
5 N SN R e S E
6l KN
el =’ — 15 17 |ezzZ
+ T I !
1 3 . . 1
I ' I 1
1 1 1 1
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| Pie B Z r
VA IR Sl AR 13
f” 4” 2 =
FIGURE 8.2 FIGURE 8.3

FIGURE 8.4 — Vitesse discrétes LBM en dimension 3 : (8.2) Le schéma D3Q7. Le
schéma D3Q19.

Les simulations que nous proposons dans la suite sont réalisées avec les réseaux D3Q7
et D3Q19. Le choix de ces réseaux peut étre justifié comme suit. Le réseau D3Q27, le
plus précis, nécessite beaucoup plus de calculs qui finalement n’influent que trés peu sur
les résultats de la segmentation. Quant au réseau D3Q15, il est connu pour introduire
des oscillations numériques dues au probleme de parité [dHGMOZ2].

e Limplémentation de la segmentation par des schémas LBM MRT On note ici, qu’au
lieu de résoudre I'équation ({8.12f), on résoud I'’équation du flot multigrilles de gradient qui
est donnée par :

ou
/10 = (8.23)

2112 (D log Pa(l) + 2(a—1) 2 I)log Pp(I) + £ (%Au— lW’(a)).
7 Cw \a

7 €

ou A est I'opérateur Laplacien a I'échelle a. Il s’agit d’'une équation de diffusion non li-
néaire de terme source :

— Qg (mZP )log Ps(I) +2( — 1)) Px(I) log Ps(I —ﬁlw’(u)>, (8.24)

7 cCw &
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et dont le coefficient de diffusion est donné par :

K — |Qsep

- (8.25)

ascwy
Remarque : Le passage du probleme du flot de gradient vers les probléme flot
multigrilles de gradient (ci-dessus), nous permet de réduire le temps de calcul, enjeu
crucial pour une utilisation pratique dans un contexte clinique, et de gagner en précision
et en stabilité. Pour faire ce passage vers le probleme du flot multigrilles de gradient,
l'image est décomposée en cellules de taille « dont les coordonnées sont notées x avec
x = aX. On note aussi #(%,1) = u(x,1), Qzr = {x € &} et P;(I) 'estimation de Parzen de la
distribution d’intensité dans le volume Q;. Ainsi on obtient le probléeme du flot multigrilles
de gradient (ci-dessus), en écrivant (E,/ou)(in) = |Qx|(SE./ou)(ii) et utilisant les
hypothéses du théoréme d’équipartition asymptotique[15].

A partir de maintenant, nous adoptons les notations suivantes : Ax = 6x, At = |Qg|r et
A = Ax/At.

e Les schémas MRT D3Q7 et D3Q19

Nous proposons deux implémentations LBM MRT de I'équation , 'une utilisant le ré-
seau D3Q7, l'autre le réseau D3Q19. Pour cela, nous commengons par préciser comment
définir la matrice M en lien avec les moments considérés. Nous renvoyons a [dHGMO02]
pour plus d’informations.

Soit m = [mg, my,...,m,]7, pour calculer les moments m;, on construit par Gram-Schmidt
une base duale orthogonale a partir de polynémes en les vecteurs colonnes suivants (en
utilisant la notation ket de Dirac) :

‘ex> = [eO,X’ el,X7 R en,x]T, (826)
|ey> = [eO,yv el,y7 R en,y]T’ (827)
’eZ> = [eO,Z7 €lzs--s en,z]T~ (828)

Pour le réseau D3Q7, cette base duale est donnée par (en utilisant la notation bra de
Dirac) [LYZ16] :

A =[1,1,1,1,1,1,1], my = {1|u) = u, (8.29)

ey =[0,4,—1,0,0,0,0], m; = e, |u), (8.30)

Aley| = [0,0,0,4,—2,0,0], my = Aley|u), (8.31)

e, =10,0,0,0,0,4, —2], m3 = Ae;|u), (8.32)

er+ e+ e — 61 = [—6,1,1,1,1,1,1], my = Te} + & + eZ|uy — 6(1[u),  (8.33)
et —(er+ef + 2| =[0,2,2,—1,—1,—1,—1], ms = e} — (&5 + €2)[u), (8.34)
(e — 2| =[0,0,0,1,1,—1,—1],, mg = (ej — €7 |u). (8.35)

ou A est un paramétre non nul que 'on choisit généralement égal a 1. On obtient par
conséquent pour matrice M la matrice :

C1 o1 1 1 1 1 1]
01 -4 0 0 0 0
0 00 2 -1 0 0
M= 0 0 0 0 0 A -a/|. (8.36)
61 1 1 1 1 1
0 2 2 -1 -1 -1 -1
000 0 1 1 -1 -1 |
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Remarque : Bien que les moments m;, pour i = 0,1,...,7, puissent étre interprétés par
des quantités physiques quand le contexte s’y préte, comme en mécanique des fluides
ou en transfert de chaleur, leur signification pour notre probléme n’est pas forcément trés
pertinente. C’est pourquoi nous ne nous attardons pas sur ce point.

Les moments d’équilibre que I'on choisit pour nos applications sont donnés par le vec-
teur :

m*? = (u,0,0,0, au, 0, O)T, (8.37)

ou « est un parametre libre. Ce choix est cohérent avec le fait qu’il est raisonnable de
considérer gu’il n'y a pas de vitesse macroscopique de convection dans notre cas. La
matrice de relaxation que nous considérons est la matrice diagonale :

S = dlag(O, S1,S1,S1,S2,S3,S3), (838)

ou sy, sy et s3 sont trois parametres de relaxation. Enfin, le vecteur de force F,,, pour
modéliser le terme (8.24)) est le vecteur :

F.o = (F.0,0,0,aF,0,0)". (8.39)

On procede de la méme fagon pour le réseau D3Q19. Nous renvoyons une nouvelle fois
a [dHGMO02]. Dans ce cas, la matrice M est donnée par (8.43). Les moments d’équilibre
que I'on choisit sont donnés par le vecteur :

m = (u,au,Bu,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)7, (8.40)

ou « et B sont des paramétres libres. La matrice de relaxation que nous considérons est
la matrice diagonale :

H T
S = diag(0, s1, 52, 52, 52, 52, 52, 52, 52, S1, 52, S1, 2, S1, 51, S1, 52, 52, 52)" (8.41)

ou s; et s, sont deux parametres de relaxation. Le vecteur force F,,, pour modéliser le

terme ({8.24)) est le vecteur :

F,., = (F,aF,BF,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)". (8.42)
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Lalgorithme MRT pour la segmentation que I'on propose est décrit dans I’Algorithme 2
ou nous avons retiré les barres pour simplifier les notations. Il est a noter que la prise
en compte du terme source se fait via le Strang splitting [HV03].La boucle principale
de I'algorithme s’arréte lorsque la distance dans ¢ entre deux itérations successives
est inférieure a 0.1% (évaluation du moment). Enfin, la région d’intérét segmentée est
'ensemble ou u > 1/2.

Algorithme 2 : segmentation MRT
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Initialiser u

Calculer le terme source F

Calculer le vecteur de terme source F

Calculer M, M~ !, S et F,,,

Tant que Tol > 103 faire
— Transformer en espace des moments : m®*) = Mu®
— Ajouter le terme source (Strang splitting) : m®) «— m® + AF¥) /2
— Evaluer les moments
— Faire la collision (moment de relaxation) : m® — (Id — $)m®) 4+ Sm¢*)
— Ajouter le terme source (Strang splitting) : m® «— m® + AFY /2
— Transformer en I'espace initiale : u®) = M~ 'm®)
— Calculer des conditions aux bords : conditions d’anti-bounce-back
— Faire la propagation : £V (x + ciae, 1 + Ar) — fEH ) (x,1)

q
— Mettre & jour la distribution : u = > f;
i=0
— Mettre a jour le terme source F
— Mettre a jour le vecteur de terme source F,,,
Fin
Retourner u

CONSISTANCE ET STABILITE DE UALGORITHME MRT

Nous expliquons dans cette section comment choisir les différents paramétres des sché-
mas MRT décrits ci-dessus pour gagner en précision et en stabilité. Il s’agit d’'une étape
cruciale qui peut préter a confusion lorsqu’on compare les stratégies de mise en cevre
des modeles LBM. Par exemple, dans [NGK18], les auteurs ne réussissent pas a trouver
les paramétres pertinents pour les schémas MRT. Comme montré dans la suite, et en ce
qui concerne notre application, les schémas MRT fonctionnent beaucoup mieux que les
schémas BGK lorsque les paramétres sont correctement réglés.

CONSISTANCE

Nous reprenons l'approche de [DLO9] dans laquelle les auteurs expliquent comment
ajuster les parametres de relaxation dits quartiques afin d’obtenir des schémas exacts
a l'ordre 4 pour le modéle thermique et les modes de relaxation diffusifs du probleme
de Stokes. Rappelons que les paramétres du schéma MRT D3Q7 sont «, s1, s; et s3 et
ceux du schéma MRT D3Q19 sont «, 3, s; et s;. La encore, nous retirons les barres pour
simplifier les notations.

Proposition 6. Nguyen, Tekitek, Delachartre, Berthier [15]
Il existe des parametres de relaxation pour lesquels les schémas de diffusion MRT D3Q7
et D3Q19 sont exacts a l'ordre 4, c’est-a-dire tels que :

ou

5 = VA(KVu) = o(Ar*) (8.44)
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et donc sans diffusion numérique.

Preuve. Nous renvoyons a [DLO9] pour plus de détails et ne donnons que les principaux
arguments de la preuve. Rappelons que 1 désigne le rapport Ax/Az. En utilisant les dé-
veloppements de Taylor, on peut montrer que :

ou

= — V-(KVu) + AAP + BAP = O(At*), (8.45)
avec .
A2 11
«_5?m6+@<3—5>, (8.46)
pour le schéma D3QY7 et :
7(—/1—2At(30+ ) 1.1 (8.47)
B 57 ¢ S1 2 ’ '

pour le schéma D3Q19. En choisissant les paramétres quartiques suivants pour le

schéma D3Q7 :
~1
11 4
oS5 (- g)r—— , (8.48)
l—a\st 2 12(a—l)<i—%>

S1

—1
53 = [ﬁ + %] , (8.49)

on obtient A = B = 0 dans (8.45). De la méme maniere [Lali18], en choisissant les
parameétres quartiques suivants pour le schéma D3Q19 :

1 2
Sy =

1 1

(8.50)

S1 =

on obtient aussi A = B = 0 dans (8.45), ce qui termine la preuve.

Dans les expériences décrites ci-dessous, nous choisissons les paramétres de la fagon
suivante.
— Pour le réseau D3Q7 :

s =2/(1/(V3+1)), (8.51)

-1
6+a (1 1 3a + 4
2T [m (S_l - 5> " 12(a — 1) (i — %)] ’ %9

~1
.- [ﬁ] | 659

Le paramétre a est fixé par le coefficient de diffusion suivant (8.46).
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— Pour le réseau D3Q19 :
1

§1 = 1 T (854)
it
2
52 = — , (8.55)
—=+1
V3
B=0. (8.56)

Le paramétre « est fixé par le coefficient de diffusion suivant (8.47).

STABILITE

Nous proposons maintenant des expériences numeriques afin de démontrer la stabilité
des schémas D3Q7 et D3Q19, les paramétres étant fixés comme ci-dessus. Ces expé-
riences sont basées sur I'analyse classique de Von Neumann dans I'espace de Fourier
(voir [LLOQ]). On cherche les solutions sous la forme d'ondes planes f; = ¢je"(‘*”*"-x),
j=0,1,...,6,avec un vecteur d'onde k = (ky, ky, k;), une densité uniforme u et éventuelle-
ment une vitesse uniforme de convection V = (V,, V,, V;). On suppose que les conditions
aux limites sont des conditions périodiques. Considérons, pour le réseau D3Q7 :

f =9+ of, (8.57)

ouf = (fy,..., f7) représente I'état d’équilibre uniforme spécifié par la densité « (moment
conservé d’ordre zero) et la vitesse vectorielle V = (V,, V,, V), et 6f est une petite per-
turbation. Dans notre contexte, il N’y a pas de convection et hous pouvons donc choisir
Vi, =V, = V. = 0. Linsertion de I'equation dans I'’équation de Boltzamn discréte
(2-3) avec I'opérateur de collision (2.12) conduit a :

f(x,t + At) = Gf(x,1), (8.58)

ou G est la matrice d’amplification. Soit p = ¢*x, ¢ = ¢/* et r = ¢/, les facteurs de phase.
La matrice d’amplification G du schéma pour le réseau D3Q7 peut étre écrite comme le
produit :

G =PM '¥M, (8.59)
ou : ) )
1 0 0 00 0 0
0 st 000 0 O
00 st 0 0 0 0
¥Y=|0 0 0 s 0 0 0 [, (8.60)
00 00 s 00
0000 0 530
[ 00 0 0 0 0 s3 |
1.0 0 0 0 0 0 ]
0Op 0 0 0 0 O
00 1/p 0 0 0 0
P-(00 0 g 0 0 0 |, (8.61)
00 0 0 1/gq 0 0
00 0 0 0 r O
00 0 0 0 0 1/r |
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et M est la matrice de relaxation (8.36). La stabilité du schéma repose sur I'équation
(8.58), et se présente donc comme un probléme de valeurs propres qui nécessite par
conséquent la détermination des valeurs propres de la matrice d’amplification G. Ces
derniéres sont obtenues en résolvant numériquement I'équation de dispersion suivante
[LLOO] :

0(z) = det(G — zId) = 0, (8.62)

ol z = ¢ est le facteur de temps. En effet pour un vecteur d’onde k donné, c’est-a-dire
pour p, g et r donnés, on calcule les valeurs propres z(k) qui sont les solutions de (8.62).
On fait alors varier le vecteur d’'onde k et on étudie le comportement des valeurs propres
zj(k). En faisant varier le module du vecteur d’'onde k entre 0 et 7 (pour des raisons de
périodicité), on calcule numériquement les valeurs propres de la matrice G, les racines z;
du polynédme Q, pour un jeu de parametres donné.
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FIGURE 8.9 — Valeurs propres logarithmiques Re(In(z;)) en fonction du vecteur d’onde &
pour le schéma de D3Q7. (8.5) Angle azimutal & = 0 et un angle polaire ¢ = 0;

0=0,¢=n/6,(8.7)0=0,¢=n/3;(8.8) 6 =nr/6,¢=n/6.

Le schéma devient instable lorsque I'une des valeurs propres de G est supérieure a 1
ou de maniere équivalente lorsque 'une des solutions z;, j = 0,1,...,6, de 'équation de
dispersion (8.62) satisfait Re(In(z;)) = 0 [SC96]. Pour calculer les valeurs propres de la
matrice G, on a utilisé les bibliothéques numériques standard d’algebre linéaire comme
LAPACK. Les simulations illustrées a la figure[8.9 pour la segmentation de la tumeur[8.55
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montrent que le schéma D3Q7 est effectivement stable. Une étude similaire peut étre
menée pour le réseau D3Q19. Les résultats sont présentés a la figure|8.14
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FIGURE 8.14 — Valeurs propres logarithmiques Re(In(z;)) en fonction du vecteur d’'onde
pour le schéma de D3Q19. (8.10) Angle azimutal # = 0 et un angle polaire ¢ = 0; (8.11)
6=0,¢=n/6;(8.12) 6 =0, ¢ =nr/3;(8.13) 6 = n/6, ¢ = n/6.

Il est trés important de souligner ici que ces résultats de stabilité sont dus au choix des
parameétres décrits précédemment.

STABILITE BGK versus STABILITE MRT

Dans toute cette partie 'implémentation BGK, ou a simple temps de relaxation (SRT), que
nous utilisons est tirée de [CCS14]. Nous comparons, en terme de stabilité, les schémas
BGK et les schémas MRT, I'objectif étant de montrer tout l'intérét qu’il y a a introduire
des paramétres de relaxation supplémentaires pour renforcer la stabilité. Pour chaque
schéma, nous calculons l'erreur relative :

H“n+1 _ M”HZ

Err = -
a2

: (8.63)

ou u" = u(" = nér). Cette erreur relative doit diminuer au cours du temps si le schéma
est numériquement stable.
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Nous avons eu I'occasion de le souligner, le probleme principal pour la stabilité provient
du terme source. Dans l'algorithme 2, nous avons choisi d’intégrer ce terme source via
un Strang splitting [HVQ3]. En effet, le Strang splitting traite le terme source de la fagon
suivante :

m® —m® +aF®
m®  — (I1d — S)m® + Smes®)
m®  —m® +aF® .

Alternativement, on peut considérer une intégration directe :
m® — (1d — $)m® + S§m1® 4 AFL). (8.64)

Ceci est également valable pour I'algorithme BGK. Pour évaluer I'importance du choix de
la prise en compte du terme source, nous effectuons des tests a partir de deux images.
Pour I'image de synthése, les paramétres sont fixés comme suit : K = 0.3 x 1073, u =
0.01, Ar = 0.04 et Ar = 0.0574. Léchelle est de a = 4. Pour 'image du jeu de données
cliniques, les paramétres sont fixés comme suit : K = 0.5 x 1073, u = 0.079, At = 0.015
et Ar = 0.0276. Léchelle est également de a = 4. La figure [8.23] montre les résultats que
I'on obtient en comparant des implémentations BGK et MRT a partir du réseau D3Q7.

On tire les conclusions suivantes.
— Pour le schéma BGK : I'utilisation du Strang splitting permet de meilleures perfor-
mances en terme de convergence pour des petits pas de temps (voir les figures
[8.19). Cependant, en augmentant le pas de temps, on perd en stabilité (voir
les figures et [8.21). Lutilisation de l'intégration directe assure une certaine
stabilité, méme si la convergence n’est pas rapide. On choisira donc cette seconde
solution.
— Pour le schéma MRT : les résultats montrent qu'’il est préférable d'utiliser le Strang
splitting.
Ces premiers tests justifient le choix fait du Strang splitting dans I'algorithme 2, d’une
part, et d’autre part montrent déja les problemes de stabilité du schéma BGK. Les tests
qui sont décrits ci-dessous confirment ce dernier point.

Pour la premiére comparaison, nous utilisons une image synthétique. Les parametres
sont définis comme suit : K = 0.3 x 1073, u = 0.01, Ar = 0.04 et Ar = 0.05. Léchelle est
de a = 4. Les résultats des simulations sont illustrés a la figure [8.30] Dans le cas D3Q7,
nous pouvons voir que le schéma BGK est beaucoup plus sensible a 'augmentation du
pas de temps et devient clairement instable pour A = 0.05, alors que le schéma MRT se
comporte de la méme fagon. Le cas D3Q19 confirme cette observation et montre que
l'instabilité du schéma BGK n’est pas causée par le choix du réseau. Nous arrivons a la
méme conclusion en utilisant 'image [8.62du jeu de données cliniques. Les paramétres
sont définis comme suit : K = 0.5 x 1073, u = 0.079, At = 0.015 et Ar = 0.025. Léchelle
est de a = 4. Les résultats des simulations sont illustrés a la figure [8.35

En conclusion, il apparait trés clairement que I'approche MRT est une bonne stratégie
pour obtenir des performances pertinentes et conduit a des schémas se comportant
beaucoup mieux que les schémas BGK.
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FIGURE 8.23 — Prise en compte du terme source, directe ou par strong splitting : compa-
raisons entre BGK et MRT pour le réseau D3Q7.

Shéma BGK et image de synthese : At = 0.04, At = 0.0574.

Schéma BGK et image clinique : At =0.015, At = 0.0276.

Ligne bleue : strong splitting. Ligne pointillée bleue : intégration directe.

Schéma MRT et image synthétique :(8.16) Az = 0.04, (8.18), Ar = 0.0574.

Schéma MRT et image clinique : Ar = 0.015,[8.22), At = 0.0276.

Ligne rouge : strong splitting. Ligne pointillée rouge : intégration directe.
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RESULTATS NUMERIQUES

Tout d’abord, nous proposons des applications de I'algorithme LBM pour la segmentation
sur deux types d’images synthétiques pour souligner I'importance de I'aspect multi-grille
Eq. de l'algorithme proposé. On a etudié que sur le schema D3Q7 sachant qu’on
a des résultats similaires avec le schéma D3Q19. En termes de stabilité, nous avons en-
suite comparé les schémas MRT décrits ci-dessus (avec des paramétres quartiques bien
choisis) avec un schéma BGK/SRT avec des images synthétiques et cliniques. Enfin, on
décrit les résultats numériques obtenus sur huit images différentes fournis par un der-
matologue (des données cliniques réelles). On compare ces résultats avec ceux donnés
par I'algorithme AdLL level set de [SCD17]. On utilise les quatre mesures classiques sui-
vantes pour évaluer les performances de la segmentation [Di45], [PHO1] : (On note par
Q et R les volumes segmentés et de référence a comparer)
— La sensibilité S est définie par S(Q, R) = |Q n R|/|R|.
— La précision P est définie par P(Q,R) = |Q n R|/|Q|.
— Lindice de Dice est donné par la moyenne harmonique de S et P :
2|Q N R
D(Q,R) QTR (8.65)
— La différence absolue moyenne (MAD) : Elle permet de déterminer si la limite du
volume segmenté s’accorde bien avec la limite du volume de référence. On note
que Nyq, respectivement Nyg, le nombre de voxels dans la frontiere 0Q, respective-
ment R, du segmente, respectivement référence, volume. La MAD (symétrique)
(Q, R) est défini par :

d(x|R) d(x|Q)
MAD(Q. R) = x;:gz 2 surf (0Q) * X;ZR 2surf (R) (8.66)

Dans cette définition, d(x|R) = minycog [X — x| est la distance du point x a la
frontiere 0R. On a la méme définition de d(x|Q) en remplagant R par Q. Les termes
surf(dR) et surf(0Q) désignent le nombre de voxels dans les bords dR et 0Q. On
note ici que la MAD est mesurée en um.
En pratique, il est utile d’ajuster le potentiel W(u«) (& double puits) pour améliorer la seg-
mentation. En effet, soit Wy le potentiel défini par Wy(u) = 6W(u). Un calcul simple montre
que le coefficient de diffusion K = ue/a’cy de I'équation devient K = uée/a’cw
avec ¢’ = ¢ et le coefficient u/ecy de W’(u) devient u/g'0cy. Cela signifie que I'équation
est maintenant considérée comme impliquant trois parametres, a savoir u, ¢ et 6.
Le choix de u et K fixe ¢ et les parametres de relaxation du schéma MRT. Dans toutes
les cas tests, le pas d’espace Ax est donné par Ax = 1/N avec N = max(N,, N,,N;) ou
N,, N, et N, le nombre de pixels dans chacune des directions de I'image. En conclusion,
les parameétres (libres) qui doivent étre réglés pour les différents cas tests sont : i, K, 6,
le pas de temps At et I'échelle a.

e Le schéma D3Q7 pour la segmentation d’images synthétiques : On considére dans
un premier lieu 'image synthétique (voir la figure [8.41). Cette image mesure 256 x 256 x
256 voxels, soit environ 17 millions de voxels. On note la presence d’un bruit qui suit la
distribution Rayleigh sur cette image. La segmentation est effectuée aux échelles a =
1,2,3,4,5. Le pas de temps At est égale a Ar = 0,002 pour assurer la stabilité a I'échelle
initiale @ = 1. On choisit K = 0,4 x 1073, u = 0,02 et § = 10/a>.

Les résultats numériques sont présentés dans le tableau On voie que l'indice Dice
diminue légérement lorsque I'échelle augmente. En revanche, la sensibilité augmente.
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TABLE 8.1 — D3Q7 MRT : résultats de segmentation sur une image synthétique simple
avec des échelles différentes ou Ar = 0.002.

a D S P MAD (pixels) Times (seconds)
1 0.950 0.906 0.999 1.283 33447

2 0978 0.976 0.980 0.663 1271

3 0.957 0.987 0.929 1.206 173

4 0931 0.986 0.882 1.893 152

5 0.917 0.986 0.857 2.260 84

TABLE 8.2 — D3Q7 MRT : résultats de segmentation sur une image synthétique d’une
tumeur avec des échelles différentes ou Ar = 0.002.

a D S P MAD (pixels) Times (seconds)
1 0.595 0.423 1.000 7.020 6095

2 0.623 0.452 1.000 6.614 816

3 0.635 0.465 0.998 6.534 179

4 0.679 0.516 0.995 5.807 79

Cela peut s’expliquer par le fait que la dynamique du flot est moins conservatrice a des
échelles plus élevées et par le grand nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une
convergence a I'échelle initiale [AD98]. Les temps de calcul d’'une implémentation simple
(non paralléle) montrent que la grande taille de I'image ne permet pas des segmentations
raisonnables a I'échelle 1 ou 2. En travaillant a I'échelle 3, on obtient un facteur d’accélé-
ration d’environ 2000. De plus, a des échelles plus élevées, le pas temps peut étre choisi
bien supérieur a 0,002.

Pour le deuxiéme cas test, on considére une image synthétique composée 322 x 142 x 172
voxels d’'une tumeur avec un bruit qui suit la distribution de Rayleigh, voir Figure [8.46]
Les paramétres sont K = 0,2 x 1073, u = 0,001, 6 = 10/a® et At = 0,002. Les résultats
numériques sont présentés dans le tableau[8.2] Ces résultats confirment les observations
faites dans le cas précédent.

A partir de maintenant on considére que les échelles a = 3 et a = 4 et on fait augmenter le
pas de temps Atz. Pour les échelles a = 1 et a = 2 le schéma LBM n’est pas stable pour de
Ar grands. On fixe, alors Ar = 0,03. Les résultats de la segmentation sont présentés sur
la figure [8.49) et les différents indices sont donnée dans le tableau Laugmentation du
pas de temps Ar rend le flot dynamique moins conservateur et donne de bien meilleurs
résultats en termes de segmentation et de temps de calcul. Par exemple, dans le cas
a = 4 et comparé au pas de temps précedent Ar = 0,002, I'indice de Dice et la MAD sont
améliorés de 31% et 63%, respectivement, et le temps de calcul lui a diminué de 73 %.

e Les schéma D3Q7 et D3Q19 pour la segmentation d’images cliniques réelles :
On teste ici le schéma MRT proposé sur huit images cliniques (voir Figure [8.62). Rap-
pelons que ces images ont été choisies pour atre représentatives de la diversité des cas
cliniques et ont été segmentées manuellement par un dermatologue. Pour chacune des
images 3D, 150 contours de vérité terrain sont dessinés dans les plans (x, z)- (z est I'axe
vertical) de maniére a obtenir un volume 3D par interpolation. Prés de 50 valeurs d'in-
tensité I sont conservées et la zone de gel (zone noire au-dessus de I'épiderme) est
retirée avant que la segmentation tumorale ne soit effectuée. Lensemble du processus
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TABLE 8.3 — D3Q7 MRT : résultats de segmentation sur une image synthétique d’'une
tumeur avec les échelles a = 3 and a = 4. Le pas de temps Ar = 0.03.

a D S P MAD (pixels) Times (seconds)
3 0.902 0.854 0.956 1.844 56
4 0.887 0.868 0.908 2.146 21
Algorithm D S P MAD (pixels)

ADLL 0.755 + 0.086 0.647 +0.134 0.934 + 0.065 344 + 106
MRT D3Q7 0.857 + 0.052 0.859 + 0.073 0.862 + 0.082 202 + 78
MRT D3Q19 0.858 + 0.048 0.849 + 0.064 0.873 + 0.068 199 + 68

TABLE 8.4 — Comparaisons entre AdLL [SCD17], LBM MRT D3Q7 et LBM MRT D3Q19.

est décrit dans la figure [8.63| et les résultats de la segmentation avec le schéma LBM
MRT D3Q7 sont représentés sur la figure[8.62] Lobjectif principal de cette section est de
comparer notre algorithme MRT LBM pour la segmentation a I'algorithme dit "Adaptive
Log-Likelihood" (AdLL) [SCD17|] basé sur une approche level set. On montre alors que
notre nouvelle approche est pertinente pour étudier le probléme de la sous-estimation
du volume segmenté. On note que les deux méthodes partagent le méme terme d’at-
tache aux données. Ainsi les différences entre les deux méthodes sont due au terme de
régularisation et a I'implémentation. Le tableau [8.4) montre les différents indicateurs de
performance (avec pour une échelle est a = 4).

On note que les parameétres sont choisis de maniére adaptative afin de maximiser I'indice
de Dice pour chaque tumeur (image). lls sont choisis comme suit :

— AdLL : gagrz € [0.001,0.01], Az € [0.8,2], T € [2,10].

— MRT-D3Q7 : K € [0.27 x 1073,1 x 1073], up3p7 € [0.0132,0.113], At € [0.01,0.025]

et g € [0.01,3].
— MRT-D3Q19 : K € [0.3 x 1073,2 x 1073], up3gi9 € [0.01,0.16], At € [0.01,0.04] et
6 € [0.0056,1.5].

On s’attend que l'algorithme AdLL donne la meilleure précision P. Rappelons que la
précision mesure le fait que le volume segmenté fait bien partie de la tumeur. Cependant
ce volume segmenté est trop petit, cela est confirmé en regardant la sensibilité et la MA.
En effet la sensibilité mesure le fait que la tumeur entiére a été segmentée. La MAD
mesure la distance moyenne a la limite de la tumeur. Quantitativement, la sensibilité de
l'algorithme AdLL est inférieure d’environ 25 %. En conséquence, l'indice de Dice est
également plus bas, d’environ 14 %. Cela signifie que I'algorithme MRT LBM donne des
résultats meilleures en ce qui concerne la capacité a segmenter I'ensemble de la tumeur.
De plus, notre algorithme donne une MAD environ 42 % supérieur é celle de I'algorithme
AdLL. Ceci est donc une amélioration tres significative des performances concernant la
détection de la frontiare de la tumeur. Une présentation compacte de ces résultats est
donnée dans la figure [8.67}, qui donne la sensibilité en fonction de la performance pour
les algorithme AdLL, MRT LBM D3Q7 et D3Q19. La figure [8.:68] donne des coupes de
segmentations obtenues par les différentes méthodes.

Remarque On constate que les algorithmes MRT LBM D3Q7 et MRT LBM D3Q19
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donnent les mémes résultats mais avec des temps de calcul tres différents. On préfé-
rera donc le schema D3Q7.

CONCLUSION

On a proposé une implémentation de la méthode LBM a temps de relaxation multiples
pour la segmentation. Comme nous I'avons vérifié a I'aide de tests numériques sur des
images synthétiques et sur notre jeu de données cliniques, une telle implémentation est
nécessaire puisque les schémas a simple temps de relaxation ne sont pas suffisam-
ment stables pour prendre en charge le terme source de notre équation de diffusion
non linéaire. Grace a un bon choix des paramétres de relaxation supplémentaires que
fournit 'approche MRT, nous avons obtenu des schémas exacts a I'ordre 4, sans diffu-
sion numérique, dont la stabilité a été vérifiee par une analyse de Von Neumann. Enfin
les instabilités numériques proviennent du terme source F qui contient en particulier les
informations du terme d’attache aux données. En I'absence de tels termes source, les
schémas LBM MRT sont trés stables. Par ailleurs, les temps de calcul obtenus pour les
algorithmes LBM-MRT restent longs. Ceci provient du fait que les estimations statistiques
pour le calcul de log-vraisemblance sont globales, prenant en compte toutes les intensités
de voxels dans la région d’intérét ainsi que dans la région de fond. Cette étape empéche
une implémentation parallele compléte, ce qui est un des avantages majeurs des mé-
thodes lattice Boltzmann.

Ce travail a donné lieu a la publication [15] (voir annexe).
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FIGURE 8.30 — Comparaison de stabilité entre BGK (SRT) et MRT : image synthétique.
Réseau D3Q7 : (8.24) pas de temps At = 0.04, (8.25) pas de temps Az = 0.05.

Réseau D3Q19 : pas de temps At = 0.04, pas de temps At = 0.05.

Coupe de la segmentation par I'algorithme MRT LBM : At = 0.04, At = 0.05.
Le contour de référence est en rouge.
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FIGURE 8.35 — Comparaison de stabilité entre BGK (SRT) et MRT : image clinique |8.53
Réseau D3Q7 : (8:31) pas de temps At = 0.015, (8:32) pas de temps At = 0.025.
Réseau D3Q19 : (8.33) pas de temps At = 0.015, (8.34) pas de temps At = 0.035.
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FIGURE 8.39 FIGURE 8.40

FIGURE 8.41 — Evaluation de I'algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique
simple : influence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé a Ar = 0.002. (8.36) a =

1,37 a=2,(838) a=3,(8.39) a=4,(8.40) d = 5. Contour de référence en rouge.

FIGURE 8.43

FIGURE 8.44 FIGURE 8.45

FIGURE 8.46 — Evaluation de I'algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique
d’une tumeur : influence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé a Ar = 0.002.
(8.36) a=1, (8.37) a=2, (8.38) a=3, (8.39) a =4, (8.40) d = 5. Contour de référence en

rouge.
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FIGURE 8.47 FIGURE 8.48

FIGURE 8.49 — Evaluation de I'algorithme LLCH-MRT (D3Q7) sur une image synthétique
d’'une tumeur : influence de la taille de la grille. Le pas de temps est fixé a Ar = 0.03.
(8.47) a = 3 et (8.48) a = 4. Contour de référence en rouge.

FIGURE 8.50 FIGURE 8.51 FIGURE 8.52

FIGURE 8.54 FIGURE 8.55 FIGURE 8.56 FIGURE 8.57

FIGURE 8.58 FIGURE 8.59 FIGURE 8.60 FIGURE 8.61

FIGURE 8.62 — Résultats de la segmentation par I'algorithme LLCH-MRT D3Q7. Images
du jeu de données cliniques.
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FIGURE 8.63 — MRT LBM phase-field segmentation process for clinical images.
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FIGURE 8.67 — La sensibilite S en fonction de la precision P. Pour les algorithmes : AdLL
(level set) @) . LBM MRT D3Q7 @ LBM MRT D3Q19 @

FIGURE 8.68 — Différentes coupes de segmentation sur des images cliniques (contour

de référence en rouge). Premiere ligne : AdLL level set [SCD17]. Deuxieme ligne : LBM
MRT D3Q7 . Derniere ligne : LBM MRT D3Q19.
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Résumeé :

Dans ce travail on s’intéresse a la méthode de Boltzmann sur réseau (dites LBM) et a ses
applications a la mécanique des fluides, la thermique, I'acoustique et le traitement d’images. Dans
une premiére partie, une étude théorique de la méthode est donnée. En particulier un développement
asymptotique, a différents ordres, a l'intérieur ou au bord du domaine d’espace, nous a permis de
mieux comprendre les différents rdles des parametres (d’équilibre et de relaxation) LBM. Certains
qui vont avoir un role physique (ceux qui apparaissent dans les developments d’ordre deux des
équations aux dérivées partielles équivalentes/macroscopiques) et d’autres parameétres qui n’ont pas
d’interprétations physiques et sont purement numériques relatifs au schéma LBM a plusieurs temps
de relaxation. Ces développements asymptotiques ont permis: d’analyser le schéma au bord du
domaine d’espace et de fixer les paramétres LBM libres (non physiques) afin d’augmenter la précision
des conditions aux limites, d’augmenter I'ordre de convergence du schéma (en volume) et d’avoir un
schéma plus stable (en particulier plus stable que le schéma BGK a un seul temps de relaxation).
Dans une deuxiéme partie, des applications de la méthode LBM pour la thermique (ou la diffusion est
fortement anisotrope), pour la convection naturelle dans une cavité carrée différentiellement chauffée
(ou des grands nombres de Rayleigh sont considérés), pour I'acoustique (ou on a des ondes sonores
de hautes fréquences) et pour la segmentation d'image (ou on a une diffusion numérique trés faibles)
sont considérées. Dans ces applications on montre I'importance du choix des différents parameétres
LBM, qui rend possible la bonne modélisation de ces problémes difficiles avec la méthode LBM a
plusieurs temps de relaxation.

Mots-clées : LBM, MRT, BGK, développements asymptotiques, équations équivalentes, mécanique des
fluides, thermique, acoustique, coup de bélier, traitement d’images, conditions aux limites, calcul
paralléle

Abstract:

This work, focus on the lattice Boltzmann method (LBM) and its applications to fluid mechanics,
thermals, acoustics and image processing. In the first part, a theoretical study of the method is
given. In fact, using asymptotic developments, inside or at the boundary of the physical domain,
provide us a better understanding of the roles of the different LBM parameters (related to equilibrium
distribution and relaxation time). Then two kinds of parameters are identified. First kind is composed
by parameters which have a physical role (which appear in the developments of order two of the
equivalent/macroscopic partial differential equations). Second kind is composed by parameters which
have no physical interpretations and are purely numerical (specific to the Multiple Relaxation Time
MRT LB schemes). These asymptotic developments made it possible to: analyze the LBM scheme
on the boundary and fix the free LBM parameters (non-physical) in order to increase the precision of
the boundary conditions or to increase the accuracy of the scheme (in volume) and to have a more
stable scheme (in particular more stable than the BGK scheme with a single relaxation time). In the
second part, applications of the LBM method for thermals (where the diffusion is strongly anisotropic),
for natural convection in a differentially heated square cavity (where large Rayleigh numbers are
considered), for acoustics (where we have high frequency sound waves) and for image segmentation
(where we have very low digital scattering) are considered. These applications show the importance
of the choice of the different LBM parameters, which makes possible the good modelings of these
difficult problems using MRT LBM scheme.

Keywords: Lattice Boltzmann Method, MRT, BGK, Asymptotic Analysis, Macroscopic Equations, CFD, Ther-
mals, Acoustics, Water Hammer, Image Processing, Boundary Conditions, Parallel Computing
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