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Le schéma de Boltzmann sur réseau

e Méthode particulaire a vitesses discretes : raisonner sur des
grandeurs moyennées qui constituent des distributions, ou des

probabilités de présence de particules.

e Modéliser les problemes de mécanique des fluides (Euler,

Navier-Stokes, Acoustique ... ).

Modele particulier de Boltzmann sur réseau en 2-D a 9-vitesses :
Qian, d’Humieres, Lallemand, 1992
Succi, Benzi, 1992.
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e Lispace discrétisé par un maillage de carrés
réguliers de pas 0.

6 2 5
e Le temps discrétisé par un pas fixe 0;. Soit
A= g—f I’échelle de vitesse constante. 3 =1
0
e Eispace des vitesses discrétisé en 9 vitesses
7 4 8

’Uj:)\ej,OSjSS.

L’évolution discrete du schéma entre 'instant ¢ et ¢ + 0; est donnée

par ’équation suivante :

avec Q;(f)(xz,t) = Z?’:o Sij(fj — f7"), ot S; ; est la matrice de
collision et f°? est la distribution d’équilibre.
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e Advection : décrit le déplacement des particules vers les voisins

directs : fi(z + v;és,t + 6¢) = fi(x,t) avec x + v;0; un sommet.
of . of

Equation d’advection : — + v;.— 5
x

ot

La méthode des caractéristiques est exacte.
e Collision : elle est représentée par le terme Q;(f) dans ’équation
discrete. Etape locale en espace.

Pour décrire cette étape d’Humieres (1992) propose de la décrire

dans 'espace des “moments” m, qui sont des combinaisons
linéaires des f. m = M f.

e Moments conserveés :

La densité (la masse) p = Z? o f; et 'impulsion j = (j;,jy), avec

: 8
JCU:Z] —0 ij et Jy = ZJ —0 ng
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e LLes moments non conservés (hors équilibre) :

L’énergie cinétique orthogonalisée : e = —4fy — ijl fi+2 25;5 fi,
Carré de 1’énergie cinétique : € = 4fy) — 2 Z?:l Ji+ 2?25 Iis

Flux d’énergie :

Ge = =2(f1 = f3)Hfs— f7)—(fe+[8), @y = —2(fo— fa )+ (f5 — f7 )+ fe — [3);
et les moments tensoriels d’ordre 2 :

Pez = J1— fo+ f3— Jfa, Py = f5— J6 + J7— Js-

e On suppose que les moments non conservés relaxent linéairement
par rapport a leurs valeurs d’équilibre. (P.Lallemand, D. d’Humieres)
Approximation par un schéma d’Euler explicite :

L eqy\ __ . * e o eq
T +—(m; —m;")=0 : m; =m;—s;(m; —m;")
Tj
avec m; moment apres relaxation, et s; = % taux de relaxation.

T4
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e Les 9 moments définissent une transformation matricielle de
I’espace des distributions vers 1’espace des moments : m = M. f.

Un pas d’algorithme :
f(z,t) = m=M.f(t) - m* — f(x+0,t+ ) =M "1m*

e Equations macroscopiques : la méthode de I’équation équivalente
(mini-cours, avril 05), basée sur le développement de Taylor.
Cas de l’acoustique :

dp o 2

a =+ le] - O(éx)a
Dja A Op A5 (1 1\ O(divj) A%, /1 1 _ )
RELNEATC e — = —2)A 52).
ot T 3 0xg 3 S3 2 0x * 3 sg 2 J+0(0,)

avec eeq — _2107 eeq — pv qx — _jxa Qy — _jy7 piqx — 07 psi(?JJ — O et

Spre — Spwy.

2 2 2
2 _ A _A_&ai_%)’etyzk_&(i_%).

CS_?j o 3 (83 3 S8
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Rappel sur le systeme de Bérenger :

e La simulation numérique de propagation d’onde dans un domaine

non borné demande a priori la création d’un domaine fini de calcul.

e Besoin d’introduire des conditions limites artificielles.

e [es méthodes de couches absorbantes.
Davies (76), Israeli-Orszag (81)

e [es méthodes des conditions limites absorbantes.
Enquist-Majda (77), Bayliss-Turkel (80), Joly-Mercier (89),
Taflove (98), Halpern-Trefethen (86).

e La méthode de couche absorbante de Bérenger (94), Collino (95),
Hu (96).
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e Couche parfaitement adaptée de Bérenger :

SONNNNNNN

Q

L
PPN E4

AR ARARRRRAN

Milieu
Bérenger

vl

Avantage : absorber toutes les ondes quel que soit leur angle

d’incidence en ne générant aucune onde réfléchie dans le milieu

d’intéreét.
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e Acoustique : Hu (96)

4% =

\ %?“+c%% = 0, dans Q_ ={(z,y) € R? z < 0}.
9j 20 _

\ 8_13_'_603_5 07

e Dans le milieu absorbant de Bérenger :

(

Y

8,090 _|_O-10£U_|_ 8x —
8py ‘I‘ _

Y

dans Q. = {(z,y) € R?,z > 0}

Y

0
0
%W+wx+@&ﬂ@ = 0
0

8Jy A (pz+py)
\ + Oy ?

ou p = p, + py et 0 > 0 est le facteur d’amortissement.
e Technique de Bérenger : couper 1’équation de continuité en deux

équations en introduisant les deux fonctions inconnues p, et p,.
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Schéma de Boltzmann sur réseau pour Bérenger :

(0 = 0 dans une premiere approche)

e Moments conservés : dans le milieu de Bérenger on a 4 équations,
on a besoin d’avoir 4 moments conserveés.

e Nombre de vitesses discretes :

Enrichir le modele avec plus de vitesses 7

Probleme de connection a l'interface pour 1’étape d’advection.
Garder un automate a 9 vitesses discretes.

e Proposition 1 :

Il existe un schéma de Boltzmann stable, a 9 vitesses discretes et 4
moments conservés dont 1’équation équivalente a 'ordre 1 par

rapport a 0, est le milieu de Bérenger.
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Idée de la construction du schéma :

e Modele :

Moments conserveés : p = pz + py, Pz — Py, Jz €t Jy.

Moments non conserves : e, €, gz, qy €t Pyy.

Construction de p, — p, : combinaison linéaire des 9 moments déja
introduits dans le modele D2Q9.

e Contraintes :
e Les équations macroscopiques sont celles du milieu Bérenger.
e La matrice M est inversible.
e le schéma est stable.

On pose :

Pz — Py = VPt Vodz +YyJy +Ye€+Ye€+ Buqu + Bydy + YoaDPoz + VYayPay-
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On trouve par identification : -,

Pour les coeflicients a 1’équilibre il faut que :

eq ___
el = ay Py + aypy,

ay = —4 + 6¢s,ay = —4 + 6c¢;,
_ (""4'76_6'7608_'7/3"'_1)

_ (+4ye—67ecs _'7/3_1)

(& J—
€ =cCpps + Cypy, Cp=

9z = C1]a,
qeq — C2jy7
Py = 0.
e Fiquation équivalente :
( apx + a]oc
8py _|_
\
8837? 4 02 (paipy)
8jy 2 0(pa +py)
. Ot + Cs Oy

4 parametres libres : (7,, Yes Ve, Vaz) aVeC Yoo 7 (0,3(7e +7€)), ve # 0.

Y e ’
(379+7mm+376_3)
(Yez—3Ye—3veg)
( 3Vp+Yaax— 3’76_3)

('Yococ +3'Ye+378) !

= O
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e Proposition 2 : Atténuation d’ordre zéro (o # 0)
Pour modéliser le terme d’absorption en o des équations de Bérenger

on peut modifier ’étape d’advection du schéma de Boltzmann :

f’é(x + v, T+ 5t> — (1 _ Ui) (f’t(x7t) + Qz(f)(.il?,t)), 0<:1<8

Preuve : Utiliser la technique de 1’équation équivalente.

e Stabilité, étude expérimentale (Analyse de Von Neumann) :
Soit f une solution sous la forme f;(z,t) = ¢;e’(“*=%*)  I’algorithme
s’écrit alors :

1 1 1
A(I + MCM ™) ¢ = 2¢, avec A = diag (1,p, q, —, —, Pq, g, —, B)
P q P prq q
avec z = e(Wot) p = (thade) g — o(ikyda) of G = AT+ MCM™1).
Si 'opérateur GG est diagonalisable et toutes les valeurs propres sont

de module plus petit que 1, alors 'algorithme est stable.
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Pour 7, =7, 7e = 3, 7e = 2 et vz = 1, l'algorithme est stable pour
tout k :

Plusieurs directions du vecteur d’'onde

0+

Re(log(z))
Re(log(2))
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e Viscosité :

D’apres 1’équation équivalente a 'ordre 2, on trouve avec v, = 7,

Ye =3, Ye = 2 et v, = 1 que ce modele est tres visqueux, de plus il

n’est pas isotrope.

Equation équivalente a 'ordre 2 :

0P 07, 07
(p ‘|‘Py)_|_ J n Jy

07z
Ojo

ot

_ 2

1 [ 5.5¢ — 680 +45.\ 0?55 1 [ SeSc — 85c + 65, 62jy n
3 SeSe ox? 6 SeSe Oy
—I—l O(pz + py)

_ 2

1 [ SeSe + 3S. — DS, 5’2jy 1 [ SeSe +10s. — 125, \ 0?4,
+ 2 - = +
3 6 Ozy

SeSe 0y? SeSe

1 9(ps + py)
+3 ox

0(33).
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Une expérimentation numeérique quelque peu
décevante

e Soit le domaine 2 = [0,1] x [0, h] composé du milieu

Q_ = [0, 4] x [0, h] acoustique et de milieu Q4 = [£,1] x [0,h] de
Bérenger sans atténuation (i.e.o = 0).

Q_

[
[
= Q % '
[
I
I

Milieu de réference. Acoustique  Bérenger

Test du dioptre

e Onde réfléchie : les premiers tests numériques du schéma de
Boltzmann pour le milieu Bérenger montrent ’existence d’une onde
réfléchie dans le domaine d’étude (“acoustique”).
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Analyse du dioptre pour un modele
monodimensionnel :

Probleme : deux milieux fluides de parametres différents (viscosité,
vitesse du son) de dimension 1. Quel est le coefficient de réflexion?

Mohamed-Mahdi TEKITEK —)

e Analyse en continu :

9p 4 9J _ 9p 4 9J _
ot + ox = 0 ot + ox = 0
aJ . 9%J 20p __ 0J  ~0%*J | 20p _
ot ~Voxz TCsa, = U ot ~Vozz TCsay, = U
dans Q= = {x,z <0} dans QT = {z,x > 0}.

Formules de Fresnel : coefficient de réflexion r (rapport d’amplitude
entre 'onde réfléchie et I'onde incidente) en fonction de k et k

vecteurs d’onde dans les milieux Q~ et Q71 :

~

Jr k_k CS_ES . EEV—CE; 2
Tih = — = ~ = — t1 2, = @ T OW),
Ji kE+k Cs T Cs (€s + Cs)?CsCs
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Proposition 3 : analyse discrete du coeflicient de réflexion :

Soit 24 et )_ deux milieux acoustiques en

régime harmonique de vecteur d’onde k et k.

A TPaide d’une analyse du schéma de Boltzmann en 1D et a 3 vitesses

discretes, on a la formule de Fresnel suivante :

~

p—p
1 —pp’

s / / . J
coefficient de réfléxion : ry = TT —
i

avec p = e(tk9=) of = e(ikda)

e Le développement limité de ry en w a 'ordre 2 est égal a celui de

Tth -
CS - CS . c. UV — C_.lV
rq = — i ;Nw—|—0(w2).
Cs + Cs (Cs + Cs)?CsCs
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e Preuve : le modele de Boltzmann 1 D a 3 vitesses discretes
v; € {0, A\, —A} : trois moments pour décrire I’étape de collision :

p = fo+ f1+ fo,
J = )‘fl_)\f%

X 22 * e eq _ aX®  _ <
e = Sfitsgf, e =ects(e—e), avec el=%-p=2p.

2
On considere les solutions de type onde plane : f;(z,t) = ¢;el(@wt=F2),

L’algorithme s’écrit alors :

flx,t+0,) = e f(x,t) = Al + M~1CM)f(z,t)

0 0 0
1 |
avec A = diag (1,p, —>, C' = 0 0 0 ol p = ek
p >
O‘g‘ s 0 —s

On pose z = el®@9) - on a I’équation de dispersion :

Zf(:l?,t) — G(p)f(:lﬁ,t).
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Dans le probleme ou w est fixé, on cherche p tel que

1
det(G(p) — zI1d) = {polynéme de degré 1 en (p + 2—9)} = 0.

On trouve alors deux solutions p; = e(#+%) et p_ = (th-92)

On a deux modes propres

6 = (¢a,¢;,¢2 = 247 ).
e En z, = —% : une onde incidente et une refléchie :
fg _ e(i(wt—k+x))¢+ 4+ ﬂe(i(Wt_k_x))Qb_
o En x,;, = %‘ : une onde transmise :

far=qelrFang,

On a deuX inconnues scalaires ( et v qui déterminent

~

> _ Jt o ¢2
rd 5¢+ oy Gt s s

or = (oF. 0705 = =20T),
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Interface : on écrit un pas de 'algorithme
fi(ZE‘j, { + 51&) = f,L*(ZEJ — Uiét, t)

en z, pour la vitesse allant de droite a gauche (i = 2) et en x4 pour
celle allant de gauche a droite (i = 1).

| >
1 I 1
- ! e
1

En utilisant le fait que z¢ = A¢*, on trouve le systeme suivant :

pds + By = v\/pbos .,

1+ - _ Yo+
= _I_ — — .
sof +007 = o
On résout le systeme en utilisant les expressions des modes :
p—p
reh = —0 = ~-
1 —pp
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Elimination de 'onde réfléchie :

e idée : changer I’étape d’advection a l'interface.

IZ
do 01 |

A R o

fl(t+5t,$) — 51ff(t,£lf—5x)—|-52f1*(t,$—25x),

f2(t+5t7x) — f;(tax_'_(sx)a

Choisir 01, 09 pour annuler le coefficient de réflexion.
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Proposition 4 :
Pour le modele monodimensionnel a 3 vitesses en acoustique, on peut

trouver des coefficients 0; et 09 pour annuler les termes en w d’ordre
0etl.

Preuve : on utilise la technique d’analyse dans un cas harmonique :

p*(z = p)(2p — 1)02 + p(z — ) (2p — 1)61 + p(2p — 1)(p — 2)
(z=p)(p—2)02+p(z—p)(p—2)01 +p(zp—1)(zp—1)

On cherche alors §; et d, tel que rg = O(w?). On trouve :

Trq — —

5 _ A A=) (A )v—=Ac(A—c)(Ac)v+ A c(A—c) (A+¢) (A—c)(A+c)
L SACA—C)2 (A tc)? ;

5 —Ac(A=¢)(A+c)v+Ac(A—c)(A4c)v
2 = PN I LIPETO
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Test du dioptre

e Test numeérique :

-14

 incia

T
1000
N_x

2000

Onde réfléchie

-0.1

|

sans

400

T
1000
N_x

1600

Onde réfléchie avec nouvelle méthode

0.000%

-0.000%

i

avec

400

T
1000

1600
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Soit Q_|_ ={z;,0 < i < 1000} et Q2_
parametres (cg, V) et (¢g, V).

{xz;,1000 < i < 2000} deux milieux acoustiques de

Deux ondes réfléchies avec et sans le changement de 1’advection a ’interface.
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Etude numérique d’un dioptre en 2D en incidence
normale :

On fait I’analyse modale du schéma D2Q9 (la méme qu’en 1D). On
considere les solutions de type onde plane : f;(x,t) = p;et(wt—kz)
L’algorithme s’écrit alors :

flx,t +0;) = e f(x,t) = AT+ M~1CM) f(z,t)
aveCA:diag(l,p,l,%,l,p,%,%,p), Oup:€Zk5x ¢

On pose z = e(%) Téquation de dispersion s’écrit alors :

2f(x,t) = G(p)f(x,1).

Dans notre probleme w est fixé, on cherche alors p tel que

1
det(G(p) — z1d) = {polynéme de degré 3 en (p + —)} = 0.
p
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On trouve ainsi les solutions :

p+ =1+i2% + O(w?), vecteur associé ¢ onde progressive,
p—=1—iZ+ O(w?), vecteur associé ¢_ onde régressive,
P11 = a1 + Bw + O(w?), avec a; < —1,

vecteur associé ¢ 1 onde de Knudsen,
Pr.2 = a2 + Bow + O(w?), avec — 1 < ap < 0,
vecteur associé ¢ 2 onde de Knudsen,

pra =1+ (a1 +iB1)vVw + iy, 1w + O(wy/w),

vecteur associé ¢, 1 onde transverse,

pr2 =1+ (as2 +if2)vVw + iy 2w + O(wy/w),

vecteur associé ¢ 2 onde transverse.
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~

Deux milieux fluides 2_ et 2, de parametres différents c,, v et c;, V.

_ Oz .
5 -

fg _ ei(wt—k+x) ¢+_|_ﬂei(wt—k_az) ¢_ _|_?71€i(wt—kn,1x)¢K,1_|_?72€i(wt—kn,2x)¢K2

® Cll Ty =

J

eenry =3

Ja = 7€i(m_%+x)fg+ + ﬁei(Wt_%"’lx)ngl + ﬁ2€i(wt_%”’2x)<gl<g

Les ondes transverses n’interviennent pas car le vecteur d’onde est
normal : k = (k;,0). De plus 172 = 11 = 0, car les ondes de Knudsen
sont a exponentielle décroissante.

il y a alors 4 inconnues : « et v qui déterminent "amplitude des
ondes réfléchie et transmise et 1y et 75 qui déterminent 'amplitude
des ondes de Knudsen.
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4 équations découlent alors d’un pas de >,

I’algorithme a l'interface :
fz(xj;t+5t) :fz*(ilfj _Uiét,t) o

N

en xy pour ¢ = 2,1 =06 et en xg pour ¢ =1, 7 = 0.

e Difficulté de résolution:
e les matrices sont dans My (C).

e Plusieurs variables pilotent les équations hydrodynamiques :

valeurs d’équilibres, temps de relaxation ...

e Les ondes de Knudsen ajoutent des parametres supplémentaires.

On peut calculer numériquement les coefficients des différentes ondes.
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e Deux milieux acoustiques : Analogues du point de vue

hydordynamique et différents de point de vue cinétique. {2_ ou

e®? = p et Q4 ou €°? = agp.

Vecteurs d’'onde de Knudsen

-0.3 T

KX
K1_theo
i |
K1_auto
KX
K2_theo

H1
K2_auto

alpha_1 et alpha_2

|
N

1

1

-2.6 . .
0.5 1 1.8
s_epsilon
ag = %, a1 et oo les deux parametres des
vecteurs d’onde de Knudsen calculés par la méthode
d’analyse modale et mesurés a partir de ’automate
pour différentes valeurs de s¢.

Amplitude d’onde de Knudsen

3.6x10° T T

auto

3.0x10°5 B Byl

theo

2.0x10° 3

1.0x10°° 3

© 0.0x16- 1

-1.0x10° ]

-2.0x10° ]

-3.0x10° B

-3.5x10° T T T
0.25 1 1.8
a3

71 (amplitude des ondes de Knudsen) calculés

par la méthode d’analyse modale et mesurés a
partir de 1’automate pour différentes valeurs
de ag avec s¢ = 1.75
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e Test numérique : Cornubert, d’Humieres, Levermore (1991)

-

différence Zoom: modes de Knudsen
T T T T T T 15x10° T T T T 1.5x10° T T T T T T T T
1=6464
1.0x10° . 1.0x10°
h ") 0.0x10] "I 0.0x10]
L] ]
-1.0x10° . -1.0x10°
T T T T T T T -1.5x10° T T T T ~1.5x10
1 1000 2000 3000 4000 1 1000 2000 3000 4000 1970 1980 1990 2000 2010 2020
N_x N_x N_x
Soit 4 = {x;,0 < i < 2000} et 2_ = {x;,2000 < ¢ < 4000} deux milieux acoustiques de
parametres ag = 1 et (ag = %)
Onde hydrodynamique réfléchie (~ 10_6) et onde de Knudsen a l’interface x; = 2000.

2030
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Conclusion et perspectives :

Automate de Boltzmann pour les couches absorbantes de
Bérenger.

Analyse des ondes réfléchies pour un schéma simplifié de
Boltzmann sur réseau et proposition de modification du schéma a

I’interface pour éléminer les ondes réfléchies.

Méthode d’analyse des ondes réfléchies pour une incidence
normale pour Boltzmann en 2 dimensions.

Probleme “réel” plus complexe a cause des modes de Knudsen et

des ondes transverses.

Le milieu de Bérenger reste approché pour les interfaces

numériques avec Boltzmann sur réseau.

Comment généraliser la méthode de 1’élimination de ’onde
réfléchie pour des modeles 2D voire 3D?
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