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Boltzmann sur réseau

Les probléemes de mécaniques des fluides :

e Méthodes directes de résolution :
discrétisation spatiale et temporelle des équations d’évolution
macroscopiques. (Euler, Navier-Stokes...)

e Une approche différente :
simulation direct, au niveau “microscopique” de 1’évolution des

“molécules”.
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Boltzmann sur réseau :

e Une extension des modeles de gaz booléen sur réseau ( Harddy,
Pazzis, Pomeau 1973).

e Raisonner sur des grandeurs moyennées qui constituent des

distributions, ou des probabilités de présence de particules.

Modele particulier de Boltzmann sur réseau en 2-D a 9-vitesses :
P.Lallemand, Li-Shi Luo :Physical Review E, 2000

e Espace discrétisé par un maillage des carrés réguliers.

e Espace des phases, discrétisé en 9-vitesses discretes.
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L’équation de Boltzmann discrete sur réseau est donnée par :

fa (Xi + eaét, t -+ (5t) = fa (Xz'a t) -+ Qa(f>

avec
fa(x4,t) = f(X4,€q,t) fonction de distribution.
e, Vvitesse discrete, avec « = 0,1,...,8

X; sommet numero ¢ du réseau.
ot =1
Qn(f) : collision
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L’évolution se compose de deux étapes :
Soit V; = RY*ne*ny

o Advection: A: Vy — V¢
Déplacement des particules vers les voisins directs
fa(xi + eq,t + 1) — fa(xi7t>
X; + e, = X; un sommet du réseau.

Equation de transport : g + 0. g =0,
ot 0x

La méthode des caractéristiques est exacte.

e Collision : C : Vy — V; Representée dans I’équation d’évolution
par ),. Modélisateur les collision entre les particules, noté
souvent Q(f, f) dans ’équation de Boltzmann.

Cette étape est locale en espace.
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On va introduire 9 moments de f, :

Ordre
0

2
4
1
3
1
3
2
2

Quantité

Densité

Energie

Carré de ’Energie
xr—impulsion

x—Hux de chaleur
y—impulsion

y—fux de chaleur
Contraintes tangentielles

Contraintes normales

Moment
0

€

€

Ja

dx

Jy

dy

Dzx

Dy
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Comme ces moments sont des combinaisons linéaires de f,, alors il

existe une transformation matricielle M entre m et f telle que :
m=M.F

avec

7 ? X27 fO Xz,t) . ..,fg(Xi,t))T

m — m(xia ) = ()0767 67]:87Qw7jy7anpx:capw’y)T

A Daide de cette transformation, il est facile d’exprimer ’opérateur

de collision dans l’espace des moments.
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e Moments conservés lors de la collision sont masse (p) et
impulsion j = (Jz, Jy)

On suppose que les moments non conservés relaxent linéairement
par rapport a leurs valeurs d’équilibre.

Cela revient a faire une approximation polynomiale d’'une EDO
satisfaite par les moments : P.Lallemand, D. d’Humiere.

dmz-

dt

avec m; moment apres relaxation, et s; temps de relaxation.

+ si(m; —m;?) =0 par m] =m; — s;(m; — m;?)

par exemple e* = e — so(e — €°?) pour ’énergie.

Les valeurs d’équilibre des moments m;?, sont fonctions des
moments conservés (théorie cinétique des molécules de Maxwell).

par exemple I'enérgie d’équilibre e°? = p 4 3(m7 + m3)
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On a l'écriture matricielle :

Q) = Q) Q) ()"
= M7IS[m(x;,t) — m(x;,t)]

avec

S = dlag(O, S92, 83, O, S5, 0, S5, 88, 88)

Et I’équation de Boltzmann sur réseau géneralisée :

F(xitea,t+1) = f(x5,8) + M8 [ (x5, £) — (x5, 1)]
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Etapes suivantes de 1’algorithme :

Initialisation de ?

Projeter ? sur les moments & laide de 7 = M?, et calculer
état d’équilibre m5ed

Collision dans l’espace des moments
Projeter m & laide de 7 = M~17.

Etape d’advection dans I’espace des vitesses.

F(xitea,t+1)= f(xst)+ M AR
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Les parametres de relaxation s; sont fixés par les caractéristiques

hydrodynamiques du fluide. Par exemple :

1,1 1
"=3l T

Cet algorithme nous donne ’évolution “microscopique” d’un fluide.

Développement asymptotique de Chapman-Enskog, 1’échelle
macroscopique, on retrouve les équations de Navier-Stokes.

Ainsi on va utiliser Boltzmann sur réseau au lieu de résoudre

Navier-Stokes par les méthodes de volumes finis ou éléments finis...

Boltzmann sur réseau :
e Performant a basse vitesse, et pas cotliteux.
e Difficulté : limite Mach — 1

e ]l existe un code comercial, qui est utilisé par PSA, Renault...
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Application pour un écoulement de Poiseulille :

L

Soit le domaine 2 = [0,1] x [0, h] maillé par un réseau de carrés.
Avec nz * ny le nombre de sommets du maillage (sites).
Algorithme en temps (Probleme direct) :

=0
Al = ®(f%) avec k=0,1,...,N —1
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& = (fa(xi, kt)) € V; = RO*nz*ny

dx =1,0t =1, Not =T :temps ou on atteint le régime stationnaire
bd=A0C: Vf — Vf

Condition aux limites(réflexion pure et périodique) : Elles sont dans
I’opérateur d’advection A.

7

NP |
ANN \\\\<\\\ ! \ \ /
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Largeur du canal

Leprofil desvitesses

25

10

nt=5000, nx=3, ny=25

VX

- v
Ibe

analy

Largeur du canal: ny

26

Lechamp de vitesses
nt=5000, nx=3, ny=25

Longeur du canal: nx
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Probleme inverse :

e Déterminer des paramétres physiques inaccessibles a ’expérience.

e La détermination de parametres du systéme, connaissant (une
partie de) son évolution.

O

On se donne une surface S dans un écoulement, et on cherche a

VA

déterminer la pression autour de S, a partir des mesures de pression
dans le canal.
But : Application aux souffleries.
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Cas élémentaire :écoulement de Poiseuille, dont on ne connait pas la

viscosité, mais on connait la vitesse a la sortie.

La fonctionnelle d’écart (fonction cout) entre

e la vitesse calculée par 'algorithme de Boltzmann sur réseau

(pour une viscosité donnée).

e la vitesse exacte(analytique).

1
J(V) — §|‘/code(7/) — Vana|2

Ainsi estimer la viscosité du fluide v*, revient a minimiser la fonction
J. Pour calculer le bon paramétre v, on va utiliser un méthode de
descente :

DU LAY L
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Algorithme de I’adjoint pour calculer le gradient :
Veode (V) est la solution obtenue par la méthode de Boltzmann sur

réseau, alors on peut écrire :
J(v) =9(fY,v)

Maintenant on peut voir le probleme comme une minimisation sous

contrainte :
e minimiser J(v)
e sous la contrainte : f*+! = (I)(fk>

On introduit alors le Lagrangien :

N-—-1

L=J+) o —e(fh)

k=0

avec p* = (po(xi, k)) € Vs est le multiplicateur de Lagrange.
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On a alors par différentiation :

Mohamed-Mahdi TEKITEK

N-1
dL = dJ + kz:% pFT(d et — g—?df — g—fdy)
Comme J ne dépend pas directement de v, alors :
dJ = 5'f dfy
Intégration par parties discrete donne :
3) 0P = 110
dI, — 8fdi+defN_p df0+z ph+1 97 dfk—’;)pk_Fl%dI/




On obtient :
e Comme on ne change pas la condition initiale, alors df° = 0.
.o o
e On choisit p*¥ = —8—f, pour éliminer d f*".

e Comme dL = dJ, car f* sont solution de f**! = ®(f¥), alors on
impose que p* vérifie ’équation adjointe
(dynamique rétrograde) :

of
)
pt = pkHa— pour Ek=N-1,N-2,...,1
of
Ainsi le gradient exact de J est donné par :
N-1
0P
dL =dJ = — Pl _——
J==2. 0"

k=1
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o Algorithme adjoint : Pour calculer p*, & partir de p**! on a :
— = CTATp** car C et A sont linéaires (premiere

approche) par rapport a f.

Or I'advection transposée A’ : Transport avec vitesse opposée
(i.e AT = A=1), méme avec les conditions aux limites.

La collision transposée C'! est un opérateur qui laisse trois

grandeurs conservées.

e Le calcul du gradient : Pour calculer dJ, on a besoin de résoudre
le probleme direct et inverse pour une viscosité donnée et de

mémoriser tous les f* , k=1, N, et tous les p*, car
N-1

dJ =J'(v)=-)_ p’““?—f(f’“)
k=1

—

Mohamed-Mahdi TEKITEK




Algorithme :

L’algorithme de minimisation utilisé dans la méthode descente de

type gradient nécéssite les étapes fondamentales suivantes :

Etape 0 : Choisir une viscosité pour l'initialisation.
Etape 1 : Résoudre le probleme direct

Etape 2 : Résoudre le probléeme inverse

Etape 3 : Calculer le gradient exact de la fonction cofit.
Etape 4 : Mettre a jour la viscosité par v* = v + pVJ

Etape 5 : Vérifier le critéere de convergence : retourner a I’étape 0

avec la nouvelle viscosité sinon.
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Résultats numériques :

La méthode de 'adjoint, nous donne le gradient exact de la fonction
J.

Comparer le gradient obtenu par le modele adjoint et la méthode des
différences finies.

Les quantités :

® dJ(Sg) = J/(Sg)

J(sg+e€)—J(sg—e)
2e

—
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Gradient J en S _8=0.3 par differencesfinis

—-4.8725610 7 o mae s B L e L B L

—4.872610 " -

—4.8727x10 " -

Gradient J

—4.8728x10 " -

—4.8729x10 7] 3

—2.87 29K 107 | rrrrimfmrert ettt ettt et e et et remrerr et
1.0<10 14 1.0<10°1° 1.0<10°7 1.0<10¢ 1.0<101*

L og de Epsilon
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Gradient J en S _8=0.3 par differencesfinis

—4.8727864810 7 |

—4.8727864%10 "

—4.8727864810 7

Gradient J

—4.8727864810 7

—4.8727865810 7

—4.8727865%10 7

1.0<101°

1.0<10°8

7 1oxi0°©
L og de Epsilon

1.0x10°4
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Gradient J calculé par diftérences finies, en sg = 0.3 :

Epsilon

1.E — 05
1.EE — 06
1.E — 07
1.EE — 08
1.EE — 09

Gradient J calculé par le modele adjoint en sg = 0.3 :

Gradien J
—4.87278646 F — 07
—4.87278648FE — 07
—4.87278649F — 07
—4.8727865FE — 07
—4.87278626 F — 07

—4.87278648E — 07
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Gradient deJ en fonction de S 8 Gradient J en fonction de S 8
S_8=0.8, nx=3, ny=7 s_8 optimal=1.2, nx=3, ny=7

9.6x1077 e 6.5x10°°
:j;fv—finis 6 R;rse
6.0x10°%

+—

—v
inverse diff-finis

5.0x10°6

4.0<10°6

Gradient
Gradient

0.0x10 . 1.0x10°64

0.0x10%

-1.0x10°%

—4.9%1077 e -1.7x10°8
02 03 04 05 06 07 08 09 1 0.2
s 8

1.4
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Conclusion :

e La modélisation inverse est une bonne approche pour
I’estimation des parametres, fondamentalement basée sur les

méthodes de controle optimal.
e Algorithme adjoint testé, et en cours de développement.

e Rendre le modele plus physique, avec des conditions aux limites
qui modélisent ’entrée et sortie du fluide.

e Etude de l'algorithme par rapport a plusieurs variables (ss,

88,...).

e Essayer de résoudre un probleme plus complexe en vue de la

“cooperation mesure calcul” pour les souffleries.
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