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Introduction

Le coeur est un organe qui assure la vie pour tout étre vivant. En effet, sa grande importance provient de sa
fonction organique qui permet la circulation du sang dans tout le corps. C’est un organe musculaire composé de
quatre cavités: oreillette et la ventricule gauches qui constituent le coeur gauche, 'oreillette et la ventricule droites
qui forment le coeur droit. Ces quatres cavités sont entourées par un tissu cardiaque qui est organisé en fibres
musculaires. Ces fibres constituent un réseau contractif de cellules musculaires cardiaques appelées "myocytes"
(voir figure (1))).
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Figure 1: Composition du coeur

D’un point de vue microscopique, ce tissu cardiaque se divise en deux milieux: 'un comporte le contenu des
myocytes notamment "le cytoplasme", c’est qu’on appelle milieu "intracellulaire" et I'autre est dit extracellulaire
et constitué du liquide présent entre les myocytes ainsi que d’autres cellules (voir figure )

Ces deux milieux sont séparés par une membrane cellulaire permettant la pénétration de protéines dont certains
jouent un role passif et d’autres jouent un role actif alimenté par le métabolisme cellulaire.

Il faut noter qu’il y a une différence entre la composition chimique du cytoplasme et celle du milieu extérieur. Cette
différence joue un role trés important pour Pactivité cardiaque. En effet, la concentration des anions (ions négatifs)
dans les myocytes est plus élevée que celle du milieu extérieur. Ce décalage de concentrations crée un potentiel
transmembranaire qui est la différence de potentiels entre les deux milieux. Ce potentiel se propage au niveau mi-
croscopique grace a la structure du milieu intra-cellulaire. D’un point de vue macroscopique, cette propagation est
similaire & la propagation d’une onde dans un milieu continu. En résumé, & 1’échelle microscopique le domaine du
tissu cardiaque est représenté comme deux domaines intra et extra-cellulaire séparés par la membrane des myocytes.
Alors qu’a I’échelle macroscopique, ce domaine est bien considéré comme un seul domaine.

Le modéle bidomaine linéaire est modélisé dans un domaine physique qui désigne le tissu cardiaque et exprimé par
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les deux équations suivantes:

Cmatv - le(Ml(t7 m)vuz) + h(ta &€, 'U) = Iapp(t, :L')v
emOv + div(Mc(t, £)Vue) + h(t, x,v) = Iypy(t, ),

avec (t,z) € Qr désignant le cylindre spatio-temporel (0,7") x 2, avec:

cm la capacité par unité de surface de la membrane cellulaire.

u;, Ue les potentiels éléctriques dans les milieux intra-cellulaires et extra-cellulaires respectivement.

e v =1u; — U : le potentiel transmembranaire.

M;(t,xz) et M.(¢t,z) : les tenseurs de conductivité relatifs aux milieux intra-cellulaires et extra-cellulaires
respectivement.

h(t,x,v) : le courant ionique dépend du potentiel transmembranaire v & chaque instant ¢ et a la position z.
® I.pp o le courant de stimulation appliqué & I’espace intra-cellulaire et extra-cellulaire.

Dans ce travail, on s’intéresse aux conditions limites de Dirichlet pour les potentiels électriques intra-cellulaires et
extra-cellulaires données par :

u; =0, sur 90 x (0,T). (2)
En ce qui concerne la condition initiale pour le potentiel transmembranaire v, elle est exprimée comme suit:
v(0,2) = vo(x), x € Q. (3)

Remarque 1. On peut aussi traiter le probléme avec les conditions limites de Neumann qui sont définies par:
(M;(t,z)Vu;)-n=0, sur 00 x (0,7),
ou j =1, e et n désigne la normale sortante au bord de 2.

Dans ce rapport, on va aussi faire I’étude pour des systémes caractérisés par une combinaison de termes de
diffusion non linéaire et une structure similaire & celle du modéle bidomaine linéaire . Ces systémes bidomaines
dégénérés non-linéaires de réaction-diffusion sont représentés comme suit :

{cmatv —div M;(t, z, Vu;) + h(t, z,v) = Lpp(t, x), (4)

Cmatv + div Me(t,.’ﬂ, Vue) + h(t,x7v) - Ia,pp( 3 ),
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ou (t,x) € Qr et M;: Qp x R® — R3, avec j = i,e, sont les champs de vecteurs non-linéaires sont supposés
comme des opérateurs Leray-Lions et satisfont les conditions précises, voir chapitre 2.
On adopte aussi les conditions de Dirichlet pour les potentiels électriques intra-cellulaires et extra-cellulaires et
la condition initiale pour le potentiel transmembranaire.
D’abord, on a besoin de montrer ’existence et I'unicité de la solution faible de ces deux systémes dégénérés de types
paraboliques. On utilise une technique de régularisation définie par un systéme non-dégénéré de type parabolique
qui couvre & la fois les deux systémes précédents qui est exprimé comme suit:
emOv + edyu; — div M;(t, x, V) + h(t, x,v) = Iopp(t, z), (5)
mOv — €0sue + div M (t, 2, Vue) + h(t, z,v) = Iopp(t, 2),

ou (t,x) € Qr et edyu; 'opérateur d’amortissement dépendant du paramétre de régularisation e << 1 avec j = i, e.
On pose de nouveau le probléme avec les conditions de Dirichlet et la condition initiale suivante:

u;(0,z) = ujo(x), z €N, j=ie. (6)

On remarque que le systéme non-dégénéré couvre le systéme bidomaine linéaire cas ol

M;(t,z,&) = M;(t,z)¢ (p = 2) (opérateur de Laplace) et le systéme non-linéaire (@) cas ott M;(t, z, &) = |¢[P7>M;(t, z)¢
(p > 2)(opérateur de p-Laplacien)

Le reste de ce rapport est organisé comme suit. Dans la premiére partie, on fait d’abord la modélisation permettant

la description du modéle bidomaine du tissu cardiaque. Ensuite, on donne quelques rappels d’analyse fonctionnelle
qui seront utiles dans ’étude aprés. Dans la deuxiéme partie, on introduit la méthode de Faedo-Galerkin qui per-
met de résoudre le systéme non-dégénéré en prouvant l'existence de sa solution faible en fixant . Ainsi, on déduit
I'existence de la solution du modéle bidomaine et du modéle non-linéaire en variant € et en passant a la limite
quand € — 0. Finalement, on termine par la démonstration de 'unicité de la solution faible pour les deux systémes
dégénérés bidomaine (p = 2) et non-linéaire (p > 2).
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Modéle bidomaine et Préliminaires



10 CHAPTER 1. MODELE BIDOMAINE ET PRELIMINAIRES

On présente dans ce chapitre la modélisation du tissu cardiaque. D’une part, elle est basée sur des données phys-
iologiques a travers ’étude des structures de ses cellules musculaires cardiaques a I’échelle microscopique (structure
en réseau) et a 1’échlle macroscopique (milieu homogéne et continue). D’autre part, elle apparait comme un systéme
de deux EDP de Laplace dans les mileux intra-cellulaires et extra-cellulaires, couplées par ses conditions physiques
concernant les courants et les potentienls électriques sur la membrane. Ensuite, on parle avec quelques rappels
et notions mathématiques sur I’analyse fonctionnelle qui est utilisé pour traiter ces EDP concernant 'existence et
I’unicité de ses solutions.

1.1 Modélisation du modéle bidomaine

1.1.1 Modéle microscopique du tissu cardiaque

A P’échelle microscopique, le tissu cardiaque Q C R? est composé de deux volumes ohmiques, nommés milieu intra-
cellulaire Q; et milieu extra-cellulaire €2, selon une analyse détaillée dans le chapitre 1 et 2 du livre de Charles Pierre
et du Darticle de Franzone-Savaré 11}, 5].On trouve géométriquement que Q; et 2. sont deux ouverts tels que :

Q=0Q,UQ,, avec ;N Q. =10,
en supposant que §2; est connexe. Ces deux ouverts sont séparés par la membrane cellulaire 002 qui est exprimé par:
00 = 0Q; N 0N, = IN; — 09,

en supposant que la membrane est réguliére et on définit n; la normale unitaire & 02 sortante de Q; et de €,
respectivement avec n; = —n, (voir figure (1.1)).

b
44
b4 4
(AN

Figure 1.1: Milieux intra-cellulaires et extra-cellulaires

La membrane cellulaire est transpercée par des protéines dont le role est d’assurer le transport de flux de substances
ioniques entre les deux milieux €2; et 2. & travers ce membrane J€2. Donc on a ces deux domaines intra-cellulaires
et extra-cellulaires agissent comme deux volumes conducteurs de sorte que ’on peut relier les potentiels électriques
u; : Q5 — R, aux flux de courant J; : Q; — R? avec j =i, e, dans chacun de ces deux domaines par loi d’Ohm:

Jj =-m;Vu;, j=i,e,

avec m; : Q; — (0,400), j = i,e, représentent les conductivités des milieux intra-cellulaires et extra-cellulaires
respectivement. On dénote Iy, €t Iypp.e les courants appliqués (donnés) sur les mileux intra et extra-cellulaires
respectivement et on a alors:

—div(m;Vu;) = Ipp,; dans Q;,

1.1
—div(m.Vu,) = Iupp, dans Q. (1.1)
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D’apreés la relation d’équilibre sur la membrane exprimant la loi de conservation du courant alors on introduit
maintenant le courant transmembranire I,, : 92 — R mesuré de ; vers Q,

=—J; -n; = Je - ne, sur 0N.
On définit le potentiel transmembranaire v : 02 — R,
V= Uy — Ue-

Comme la membrane posséde en méme temps une propriété capacitive schématisée par une condensateur et une
propriété résistive schématisée par une résistance. Alors le courant transmembranaire est exprimé par:

Iy, =1+ 1,

avec I, et I, désignent le courant capacitif et résistif respectivement. D’une part, la propriété capacitive dépend
de la formation de la membrane d’une bicouche lipidique isolant qui peut-étre représentée par un condensateur de
capacité ¢, (la capacité par unité de surface de la membrane)(voir figure 3). Oun rappelle que la quantité de la
charge d’un condensateur est ¢ = ¢,,v. Donc le courant capacitif est la quantité de charge qui s’écoule par unité de
temps:

I. = 0,q = ¢, Oyv.

D’autre part, la propriété résistive dépend du transport ionique entre les milieux intra-cellulaire €2; et extra-cellulaire
Q.. Donc le courant résistif I,. est le courant ionique I;,, mesuré du milieu intra-cellulaire €2; vers le milieu extra-
cellulaire Q. qui dépend du potenetiel transmembraniare v.

Alors I, satisfait I’équation suivant:

I, = 0 + Lipn(v) = —m;Vu, - ny = meVue - ;. (1.2)

Le modéle microscopique bidomaine de tissu cardiaque est un systéme de deux EDP de Laplace (|1.1)) dans chacun
des domaines 2; et €. coupléés par la condition limite de dynamique (1.2) sur la membrane 9Q. Il est exprimé
comme suit:

—div(J;) = Iypp,i, dans Q;,

—div(Je) = Iopp,e, dans Q, (1.3)

CmOv + Tion(v) = —J; - n; = —J, - n;, dans 99,

avec la condition initiale suivante:

v(0,z) = vo(z).

1.1.2 Modéle macroscopique du tissu cardiaque

A Téchelle macroscopique, le tissu cardiaque présente un milieu continue et comme il est organisé en fibres muscu-
laires donc les milieux intra-cellulaires et extra-cellulaires sont indiscernables, interpénétrés et superposées I'un de
I’autre connectés par la membrane cellulaire & chaque point. Donc on considére le tissu cardiaque comme suit:

N=0Q,=0. C R

Pour obtenir ce modéle macroscopique, qu’on ’appelle "modéle bidomaine", on va proposer une méthode de prise
en moyenne_ rigoureuse du modéle microscopique précédent selon une analyse détaillée dans |10, 11] Considérent
un volume €) constitue d'un grand nombre de cellules, on définit sur Q les quantités moyennéisées Im, Imn,

- 1 - 1
I - = ds’ I - = L ds,
" Q2N oQ Janan " o Q2N o Jansea o
- 1
V= —— v ds,
|2 N o Janaa
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avec |§~2 N 09| représente la surface de la membrane contenue dans Q. Ces quantités vérifient 1’équation (1.2])
moyennéisée:

I, = 00 + Lion. (1.4)
On définit maintenant avec n la noramle sortante de €2 les relations suivantes:

1

divJ; = = /- Ji -n ds,
| 1' o8 (1.5)
diVJe == J] -n ds.
|2 Joa
On déduit d’aprés les relations du modéle microscopique que:
- 1 1 QNN ~
divJ; = — Jimg ds = ——= Im ds:—ﬂfm,
Q| Jognan || Joginon |
et de méme: N
~ QNol~
divJ, = %Im.
€2
Donc d’aprés cette méthode de prise en moyenne, on a:
divJ; = —Amfm, divJ, = Amfm, (1.6)
QN on
avec A, = Q le taux moyen de surface membranaire par unité de volume.
En se référant a l’article Bendahmane et Karlsen[I] de ce stage, on généralise cette méthode pour obtenir:
divd; = —xIp + Lapp, divde = XD — Lupp, (1.7)

avec x le taux de surface membrane par unité de volume et fapp le courant appliqué sur le milieu Q.
On peut conlut ,en prenant x = 1, un probléme constitué d’une équation d’évolution couplée avec une équation
elliptique:

{diV(i- +J.) =0, 18)

Cmatg‘i‘ fion - lep = —dIVj;

En omettant les tildes sur les quantités macroscopiques on trouve que les variables u;, ue, v avec v = u; — U, ainsi
que le courant ionique I;,, sont définis macroscopiquement sur §2 tout entier:

Uiy Ue, Uy Lion : Q+— R,

Macroscopiquement, l'organisation du tissu cardiaque en fibres musculaire lui confére une nature de conducteur
électrique. Donc les flux de courants sont données par la loi d’Ohm:

J;j = —-M;(z)Vu;, j=1i,e,

avec M, j = 1, e, les tenseurs de conductivité maroscopiques relatifs aux milieux intra-cellulaires et extra-cellualires.
Cette conductivité sera mesuré dans la direction longitudinale et transversale du fibre. Les matrices de conductivité
sont de la forme:

M;(2) = of 1 + (o] —of)a(z)a(2)T, j=i,e, (1.9)
avec:

e | dénote la matrice d’identité,
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. alj et 0{ sont les coefficients de conductivité électrique dans la direction longitudinale et transversale a la fibre
en r avec j =1,e,

e et a(x) le vecteur tangent a la fibre en x.

On suppose que alj > af , j =1, e et les matrices M; sont symétriques, définie-positive et possédent deux différentes
valeurs propres positives o7 d’ordre de multiplicité 1 et o7 d’ordre de multiplicité 2 respectivement.
Les équations (1.8 se réecrivent comme:

div(M;Vu; + Mo Vaue) = 0,
cm 00 + Lion, — Lopp = —dz’v(MiVui).

Ce modéle macroscopique nous donne le modéle bidomaine avec des conditions aux bord du tissu cardiaque
et la condition intiale v(0,x) = vo(x). Mais la différence entre ces deux modéles est que M; dépendent seulement
de x dans le modéle macroscopique par contre dans le modéle bidomaine pour la généralisation. Méme idée pour
Iion = h(v) le courant ionique qui a une modélisation bien écrit dans [5] de la part de FitzHugh-Nagumo.

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés dans la suite. Les espaces
de Sobolev sont un outil important dans 1’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques.
Nous reprenons dans cette section certains énoncés de [2, @, [12] puis on passe aux espaces LP(0,7T, X).

Définition 1.1. Soit Q un ouvert régulier dans R" avec 1 < p < oo.
On note LP(2) lespace defini par:

LP(Q)={ u:Q — R mesurable tel que u € LP(,R)}.

L’espace LP(Q)) est muni de la norme:

1
P
</|u|p) , sil<p<oo,
Q

ess max |u|, sip=oo.

”u”LP(Q) =

On définit 1’espace de Sobolev W' (Q) par:

WP(Q)={ u:Q — R mesurable tel que u € LP(Q,R) et Vu € LP(Q,R")}.

L’espace de Sobolev W (Q) est muni de la norme:

=

n

<||UI|'2p(Q) + le@ﬂll’zy(g)> , sil<p<oo,
i=1

||UHW1~P(Q) =

n
||“HL<>°(Q) + ZHaziu”Loo(Q)a si p = o0.
i=1

On définit, maintenant W, ** (€2) comme I'adhérence de D(Q) := C°(Q2) dans Pespace WP (Q) c’est-a-dire W, P (Q) =

1,p
D(Q)W (Q), V1< p<oo.
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En particulier, on note H'(Q) := W12(Q) et HI(Q) := W,"*(Q) pour p = 2.
On rappelle qu’on peut définir I’espace Wol’p(Q) comme suit:

WyP(Q) = {u e W'P(Q), tel que u = 0 sur 9Q,V1 < p < oo},

et muni de la norme: )

P

”uHWOl’p(Q) = <Z|8Iu

i=1

Proposition 1.2. L’espace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif pour 1 < p < oo et séparable
pour 1 < p < oo.

On désigne par W7 () ou (WEP(Q)), p' est le conjugé de p, V1 < p < oo Uespace dual de Wy (Q) et par
HYQ) le dual de H}(9).

Théoréme 1.3. (Caractérisation de W~ (Q))
e Soit f € W_l’p,(Q), alors il existe fO, f*, ..., f" € Lpl(Q) tel que :

Vo € Wol,p(Q), (fv (z))W—l,p’(Q)WOl,p(Q) = /Qfo(b dr + ZAfZaml¢ d.
i=1

o Vfe WL (Q), on a:

sy = g8 7L

e En particulier, on a pour p >2 WJP(Q) C L*(Q) C WL (Q) donc on obtient :

Vi€ LA (Q) et Vo € Wyt (Q),  (f,8)w 10 @wir = (frd)r2@)-

Proof. Admis voir [2]. O

Théoréme 1.4. Soit QO C R™ borné et de classe C*. On a:

. 1 1 1
e sip<n, alors WHP(Q) C L¥ (), avec pe = P

e sip=mn, alors W'P(Q) C L1(Q), Vq € [1, 0],
e sip>n, alors WHP(Q) C C(9),

avec injections continues.
En particulier, sip =2 et Q C R® alors W'2(Q) = H'(Q) C L°(Q) avec une injection continue.

Proof. Admis voir [2]. O

Théoréme 1.5. (Rellich-Kondrachov)
Soit Q C R™ borné de classe C*.On a:

1 1 1
o sip<n, alors WHP(Q) C LY(Q), Vg € [1,p*[ avec — = — — —,

Pt p n
e sip=mn, alors W'P(Q) C L1(Q), VYq € [1, ],

e sip>n, alors WHP(Q) C C(Q),
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avec injections compactes.

En particulier, WP(Q) C LP(Q) avec une injection compacte Vp.

Proof. Admis voir [2], 4]. O
Remarque 2. Ce théoréme nous donne une conséquence utile qui est la suivante:

si (un)n est une suite bornée dans W'?(Q) c  LP(Q),

compacte
alors par cet argument de compacité il existe une sous-suite u,, € LP(2) qui converge fortement vers u dans LP(£2).

Espaces de Sobolev LP(0,7T, X) dépendant du temps:
On introduit maintenant les espaces de fonctions en x et t.
Soit X un espace de Banach, on définit LP(0,7T; X) comme suit:

T
LP(0,7;X)={ u:0,T7[ — X mesurable tel que / lu(®)|% dt < +oo}.
0

L’espace LP(0,T; X) est muni de la norme:

1
P
(/Qnu@&) s1<p<oo

sup [Ju(t)|, sip=oc.
0<t<T

||u||Lp(o,T;X)

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach. On définit C°([0,7]; X) est 'ensembe des fonctions continues
w:[0,T] — X tel que:

_ P
l[ullcoo,r1;x) = oD, [Ju(t)|lx < +oo.

Théoréme 1.7. (Lions-Magenes continuité)
Soit X un espaces de Banach et 1 < p < +oc.
Alors E = {u € LP(0,T; X) et Oyu € LP(0,T; X)} s’injecte continuement dans C°([0,T], X).

Proof. Admis voir [9]. O
Théoréme 1.8. (Lions-Magenes continuité)
Soit V et H deuz espaces de Banach tel que V' C 4 H c V.

continue et dense continue

Alors E = {u € L*(0,T;V) et dyu € L*(0,T;V")} s’injecte continuement dans C°([0,T], H).
Proof. Admis voir [9]. O

Théoréme 1.9. (Aubin-Lions)
Soit X, Xo et X1 trois espaces de Banach tel que X et X1 sont séparables et réflexifs et
X C X C Xi.

compacte continue

Soit E ={u € LP(0,T;Xy) et Owu € LI(0,T;X1)}, V1 < p,q < +o0. Alors, on a:

e sip<+oo,alors E C LP(0,T;X).

compacte

° S'i p= +00 et q > 17 alOTS E C 00(07T7X)

compacte
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Proof. Admis voir [g]. O
Un autre résultat de base de la théorie d’intégration est le théoréme de Vitali, qui est le suivant:

Théoréme 1.10. (Théoréme de Vitali’s)
Soit 1 < p < co. Si u, est une suite de LP(0,T; X) converge p.p. vers u. Alors on a l’équivalence suivante:

o (up)n, — u converge fortement dans L*(0,T; X).

o Ve >0, 30 >0 tel que Vn>1, YA C (0,T) mesurable avec |A| < 6, on ait:

[ lua®l dt <.
A



Chapter 2

Analyse d’une classe de systémes de

L4 L

réaction-diffusion non dégénéré

Le chapitre 2 est consacré & ’étude de ’existence de solutions faibles de systémes de réaction-diffusion de types
paraboliques non dégénérés dans un domaine borné en plusieuers étapes comme c’est fait dans 'article Bendahmane
et Karlsen [I]. Plus précisement, on s’intéresse dans ce chapitre au systéme non dégenéré avec 0 < ¢ << 1 fixé:

emOv + edyu; — div M;(t, x, Vu;) + h(t, x,v) = Iopp(t, ), @21)
m O — €0vue + div M (t, x, Vue) + h(t, x,v) = Iopp(t, x), ’
ou (t,z) € Qr. On pose de nouveau le probléme avec les conditions de Dirichlet:
uj =0, sur 00 x (0,T), (2.2)
et la condition initiale suivante:
uj(0,z) = ujo(x), zeN, j=ie. (2.3)

2.1 Quelques hypothéses

On suppose que le domaine physique Q est un ouvert borné de R* qui représente le tissu cardiaque avec une frontiére
réguliere 00 (la membrane). On commence par introduire les conditions sur les champs de vecteurs de diffusion
M;(t,x, &) du modéle non-dégénéré qui couvre le modeéle bidomaine (I c’est le cas ot M, (t,x, &) = M, (¢, z)¢
et le modéle non-linéaire () c’est le cas ot M (t,z, &) = [£[P~2M, (¢, 2)¢. Puis, on donne les conditions sur le courant
ionique h(t, z,v).

2.1.1 Conditions sur les champs de vecteurs de diffusion M;(t, z,¢).

Soit 2 < p < co. On suppose que M; = M;(t,z,§) : Qr X R — R?, j =i, e, sont des fonctions de Carathéodory
(voir Annexe).
Ces champs vérifient les hypothéses de type Leray-Lions suivantes:

e Condition de continuité :
|Mj(t,2,8)| < Cu([EP~ + fi(t, @), j=1ie, (2.4)

e Condition de monotonie :
(Mj(t,z,&) — Mj(t, &) - (€= ¢&) > CulE =&'1P, j=1ie, (2.5)

17
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e Condition de coercivité :
Mj(t,iﬂ,f) g > CM|£‘p7 .7 :iaev (26)

pour (t,z) € Qr p.p., V&, & € R?, et avec C)y une constante positive et fi € L”/(QT).

De plus, on suppose qu’il existe des fonctions Carathéodory G; = G;(t,z,§) : Qr X R® = R, j = i,e, tel que
Y(t,z) € Qr et V€ € R® on a:

a%aj(t,x,g) = Mj(t,2.€), 1=1,2,3, (2.7)
|8th(t,x,§)| < KlGj(tvxvf) + fQ(tvx)v (28)

avec K une constante et fo € Ll(QT).
Un exemple type satisfaisant les hypothéses de type Leray-Lions (2-4)-(2-6) est donné par M;(t,z, &) = |£[P~2 M (¢, 2)€.
En ce qui concerne ces champs particuliers, les fonctions G;(t, z, ) qui satisfont la condition de Cauchy (2.7) sont

1
exprimées par G; = —|¢P M;(¢t, x).

p
Remarque 3. En se référant au modéle bidomaine dans le cas ou p = 2, les champs de vecteurs de diffusions
M;(t,x,&) = M,(t, x)¢ satisfont les hypothéses de type Leray-Lions (2.4)-(2.6) & condition que:

M;(t,x) € L=(Qr1), j =1ise, (2.9)
M, (t,2) - € > Cy|€?, pour p.p. (t,2) € Qr et V€ € R3, avec C), j =1, e. (2.10)

2.1.2 Conditions sur le courant ionique h(t, z,v).

On suppose que le courant ionique h(t,z,v) : @ X R — R est une fonction de Carathéodory. Pour p > 2, on
suppose qu'’il existe des constantes Cj, Ko > 0 telles que:

e Condition de monotonie de h sur v :

h(t,z,v1) — h(t, z,vs)

h(t,z,0) =0, > —Cp, Vv # v2, (2.11)
V1 — Vg
H(t,z,v) ::/ h(t,z, p)dp, |OH(t,z,v)| < KoH(t,x,v) + f5(t, ), (2.12)
0
pour (t,x) € Qr p.p. et f3 € LY (Qr).
En plus, on suppose pour p = 2:
h(.,. h(.,.
0< liminfw < lim sup ( ’3’U> < 00, (2.13)
|[v| =00 v [v]—00 v
Alors que pour p > 2, on suppose:
h(.,. h(.,.
0 < liminf ) o qupllon®) o (2.14)
|v[—00 |’U|p_2’l) |[v|—o00 |’U|p_2’U

Un exemple sur h satisfaisant ces hypothéses est h(t,z,v) = v pour p = 2 et h(t,z,v) = |v|P~ v pour p > 2.

Remarque 4. D’aprés la condition de monotonie de h sur v (2.11]) et la condition (2.13)), on peut conclure qu’il
existe C,C’,C" > 0 tel que:
h(t,z,0)| < C(lo]* + 1), (p=2), (2.15)

C'lolP~t < [t z,0)| < C" (P + 1), (p>2), (2.16)
pour p.p. (t,z) € Qr et Vv € R.
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Remarque 5. D’aprés la méme condition de monotonnie (2.11)), on prend une conséquence utile dans ce travail:
(h(t,z,v1) — h(t, 2z, v2))(v1 — v2) + Ch(vy — v2)? >0, (2.17)

Yuy,v2 € R et pour (¢, z) € Qr p.p.

2.2 Etude du systéme non-dégénéré

La démonstration est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste & réaliser la stratégie principale:

e Rechercher des solutions approchées par cette méthode.

Etablir des estimations d’énergies a priori sur ces solutions approchées.
e On passe a la limite, grace a des propriétes de compacité(dans les termes non linéaires).
e Retrouver la condition initiale du probléme non-dégénéré (2.1)).

Définition 2.1. Pour tout ¢ fixé, on dit qu’une solution (u;, ue,v) du probléme non-dégénéré (2.1) est faible si le
triplet de fonctions u;, u. et v € LP(0, T, Wy?()) avec v = u; — u, tel que dyu; € L*(Qr),u;(0) = ujo p.p. dans
Q, pour j =i, e, et elle vérifie la formulation faible suivante:

// CcmOpup; da dt + // e0su;p; dx dt +/ M;(t,z,Vu;) - Ve, de dt
T T Qr

(2.18)
—I—/ h(t,x,v)p; de dt = // Lopp(t, )i dx dt,
Qr T

// CmOvpe dx dt + // e0iuepe dx dt —|—/ M, (t,z,Vue) - Vi dx dt
T T QT

—|—// h(t,x,v)pe dx dt = // Topp(t, z)pe dx dt,
T Qr

Vo, € LP(0, T, W, *()), j =1i,e.

(2.19)

2.2.1 Existence de solutions approchées par la méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode de projection qui consiste & chercher des solutions approchées dans
un espace vectoriel de dimension finie au lieu d’un espace de dimension infinie.
L’espace VVO1 "P(Q) est séparable et d’aprés la définition (1.6), il existe une suite eq, ..., e, ayant les propriétés suivantes:

e € WP (), Vi;
€1, €2, ..., e, sont linéairement indépendants Vn; (2.20)
ngl <ep,...,en > dense dans W, (Q).

On choisit {e;};°, une base orthonormée de L*(2) et orthogonale de W,y P ().

On note W,, =< ey, ..., e, > l'espace vectoriel de dimension n. Par la méthode de Faedo-Galerkin, on projete u;, u,

et v sur cette base W, donc on obtient les solutions approchées comme des suites {u;n}, <1, {Uen},s1s {Vntn>1
définies pour t > 0 et = € ) par: B B

Uin(t,z) =Y cu®a(@),  uen(t,z) = coi(t)e(z), (2.21)
=1 =1

v (t,x) = Xn:dn,l(t)el(ac), i (t) :=ci(t) — ceu(t), (2.22)
=1
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Déterminer {uin}, 5, {Uentysys {Un},>; revient a déterminer {c;1},_ ), {cea}ly, {dni},_;. On s'intéresse a la
recherche de ces coeflicients afin de prouver ’existence des solutions approchées du systéme non-dégénéré approché:

CmOtUy + €0, — div M (t, x, Vu, ) + h(t, z,vn) = Lappn(t, @), (2.23)
Cm Oty — E04Ue n — div Mc(t, 2, Ve n) + h(t, 2, v,) = Loppn(t, ), ’
avec Iopp n(t, ) est la projection orthogonale finie du courant appliqué I,p, qui est définie comme suit:
Tappin(t:2) =Y (Tapps 1) 120 (e (). (2.24)

1=1
On adopte les mémes conditions de Dirichlet ([2.2]) pour les potentiels électriques intra-cellulaires et extra-cellulaires

et en se référant & (2.3), la condition initiale est alors la suivante:

win(0,2) = g n(x) = ZCi,l(O)ez(ﬂﬂ), ci,1(0) := (us,0,€1) 120,
=1

Ue,n(0,2) = Ug e n(x) == Zce,l(O)el(x), Ce,1(0) := (Ue,0, 1) L2(0), (2.25)
1=1

n

U (0,2) = v n(z) == del(O)el(x), dpn,1(0) :=¢;1(0) — ce,1(0).
1=1

Comme I, € L*(Qr) et ugj € W, (), on peut remarquer que Iopp.n — lupp dans L2(Qr) et ug . — u;o dans
WyP(Q) quand n — occ.

e Existence des solutions approchées du systéme non-dégénéré approché (2.23)
Maintenant, on multplie chaque équation du systéme non-dégénéré approché (2.23|) puis on intégre en espace pour
obtenir:

(EmOsUn, k) L2(q) + (€0¢Ui mek) L2(0)

—|—/ div M;(t, z, Vu; n)ex d:v+/ h(t,xz,vy,)e dx
Q Q

= / Lappn(t, )i n dr dt,
Q

(emOvn, ex)r2() — (€0kUin, ex)r2(Q)

+/ div M, (t, z, Ve n)ex dz+/ h(t,x,v,)e dx
Q Q
= / Toppn(t,x)er dz,
Q
En ultisant la formule de la divergence (voir Annexe) et les conditions de Dirichlet (2.2)) sur la frontiére que:
/ div M;(t, z, Vuj,)ep de = —/ M;(t,z,Vu;y) - Ve dz,
Q Q

avec j =1,e.

Comme les suites {t;n},~1s {Uent,>1s {Un},>; ont la forme dans (2.21)), (2.22)), Alors:

n

Orvn, (t’ ‘T) = Zd;,l (t)el(m>7

=1



2.2. ETUDE DU SYSTEME NON-DEGENERE 21

et

Oujn(t,x) = Zc})l(t)el(x).
=1

En utilisant la bilinéarité et ’orthonormalité de la base (ey ), on peut écrire les deux premiers termes dans les deux
équations précédentes plus explicitement:

e Le premier terme devient:
(mOsUn, ex)r2() = cm§ dp, 1 (tel(x), er)r2),

—Cm§ dnl ela ek L2(Q)>

=Cm mk(t)'

e De méme pour le deuxiéme terme, on obtient:
(5atuj,n» ek)L2(Q) = (EZC;-’Z(t)el((E), ek)LQ(Q),

:55 i) (e, ex)r2(q),

= Ecj,l (t).

Donc, en rempalacant chaque terme par sa valeur, on obtient un systéme d’équations différentiels ordinaires:

cmd/mk(t) + Ecal(t) Jr/ M;(t,z,Vu; ) - Ve dx +/ h(t,z,v,)e, de = / Toppn(t,x)er dz, (2.26)
Q Q Q
et
Cm, ;L’k(t) — EC/e’l(t) — /QMe(t,agVuj’n) - Ve, dx + /Q h(t,x, v, e do = /Qlapp,n(t,x)ek dz. (2.27)

Ensuite, on somme les deux équations ([2.26)), (2.27) du systéme pour obtenir:
2emdy, 1. (t) +e(c),(t) — ¢, () + / (M;(t,z,Vuin) — Mc(t,z,Vu;,)) - Ve dx
Q
+ 2/ h(t,x,vy)e, do = 2/ Loppn(t,x)ey dx.
Q Q

Donc, elle est équivalente &:

(2em +€)d,, 1.(t) = / (M (t,x,Vu; ) — M;(t,z,Vu;,)) - Vey, dx
/ (2.28)

(t,x, v, )ex do + 2/ TIoppn(t, x)ey dz,
Q

FEt ey {eeidimgy {dnidisy)-
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On retourne aux deux équations ([2.26), (2.27). D’aprés I'équation différentielle ordinaire de d;, ;. (2.28), on remplace
d;’k par sa valeur dans ces deux équations pour obtenir les équations différentielles ordinaires:

—Cm n n n
Ecg,k(t) = 2% +€Fk<t7 {Ci,l}l:p {Ce,l}l:17 {dn,l}l:1)

— / M;(t,z,Vu,.) - Ve do — / h(t,z,vp,)er dx
Q Q (2.29)

+/ Lopp.n(t, ey dz,
Q

= Fik(t, {Ci,l}ln:p {Ce,l}ln:p {dn,l}?zl)-

Cm n n n
Ecle k(t) = 2% +€Fk<t7 {Ci,l}l:p {Ce,l}1=17 {dml}l:l)
— | M(t,z,Vu;,) Ve de+ | h(t,z,v,)ex dz

Q Q (2.30)

— / Lopp.n(t, ey dz,
Q
= Fek(t7 {Ci,l}?:p {Ce,l}ln:p {dn,l}?:1)'

Maintenant, on a trois systémes différentielles ordinaires (2.28),(2.29),([2-30) de la forme 2z’ = F(t, z). Cette étape
consiste & prouver l'existence locale de coeficients {dy, 1}, {cii},_;, {cei}_, de ces systémes, al'aide de théoréme

de Carathéodory’s existence [6].

Soit p € (0,T) et on pose U = [0, p]. On choisit 7 > 0 grand tel que la boule B, C R3" contient les trois vecteurs
{dn1(0)}7, {eia(0)}, {ces(0)}_, et on pose V := B,. Soit F = {F¥},_ |, Fi = {FF},_ et F. = {FF},_,.

Sous les hypothéses —, les fonctions F, F; : U x V — R"™, j =1, e, sont des fonctions de Carathéodory. I

suffit de démontrer qu'il existe des fonctions Lebesgue intégrables K (t), K;(t) € L' (U) et V(t, {cii};—y, {cen}ieys {dni}iy)
e U x V tel que F*, ij, j =1,e, peuvent étre respectivement estimés comme suit:

[F*(t, {eiadimys {ceitimys {dnidiny)| < K(#)C(r,n),
et
[EF(t, {eiidys {eeatimyy {dnidizy)] < K;(6)C5(r,n),

avec C(r,n), C;(r,n) sont des constantes dépendantes de r, n seulement.
Or, on a:

‘Fk(t’ {Ci,l}7:17 {Ceyl}ln:p {dn,l}?:1)|

< /(Me(t,x, Vu;n) — M;(t,z,Vu;y)) - Ve dz| + 2
Q

/ h(t,x,vp,)ex dx
Q

+2 ‘/ Loppn(t,x)ey dz).
Q

Comme on a (e},)}_; une base orthonormée de L?(Q) et orthogonale de W, (), alors:

o lledlpo) < b, Vel <l Vp =2, |lellpzq) =1, avec l1, I sont des constantes indépendantes de 7, n.

 Vu que Iopp,n prend la forme (2.24), alors on a: [[Lapp,nll2(q) < Happll 2y < ls(t) avee ls(t) = [[Lapp|l 12 (0
une constante indépendante de r,n (dépend seulement de t).
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Comme Vu;,, € LP(12), et en utilisant la condition de croissance (2.4) de M;, avec f; € LP (Q) on a:

M (t, 2, V)P < Cur(IVag ol + f1)”
<2 O (Vg 7Y+ )
<2 O (VP + 1)
< C'(|Vujal” + 1),

n

avec C' = 2P ~1Cy,, donc M; € L (Q). De plus, on a Vuj, = chyl(t)Vel(z) avec ¢j;(t) € V (c’est-a-dire
i=1

lcji(t)| <) il reste & estimer M; de la maniére suivante:

|M;(t, 2, Vg )P < C(|Vunl? + f7)

<0< >+ﬁ)
=1

2 p
§C<2ﬁmmvﬂm>+aﬁ

i=1

£0W<2Wmm>+dﬁ-

i=1

t)Vey(x

Donc en utilisant 1’inégalité de Minkowski et les estimations sur les éléments de la base, on obtient alors:

n P
HMj(t,.’E,VUj’n)”ip/(Q) < C'r? Z|V€l($) + C/Hflan (Q)
=1 LP(Q)
P
<C'r? <2|V€z ||LP(Q)> + C/”leip’(Q)
< C'@(r.n)l + 15 (1))
< a(r,n)ls.4(t),
avec a(r,n) une constante qui dépend seulement de 7,n et a(r,n) = C'max(a(r,n),1), l4(t) = Hf1||Lp () o

constante dépend seulement de ¢ et lo4(t) = 15 + I¥'(t). Maintenant, on va estimer h € L” (Q) Vp > 2. D’aprés les

estimations (2.15)- (2.16]) de h dans la remarque 4, on va commencer par le cas o p = 2 et p > 2. Comie on a v,
2.22)

est de la forme (2.22), avec d,, ;(t) € V (c’est-a-dire |d,, ;(t)| < r) et en utilisant 'inégalité d’indice et de Minkowski
(voir Annexe), on obtient les estimations suivantes:
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e Pour p =2, on a alors:

h(t 2, 0072y < C* [ (Joal® +1)% da
(2 o

< 26’2/(|vn|6 +12) da
Q
6

< 2C? (/ dx—l—CQ)

Q

6
< 202/ (de le(a ) dz + 202 Cq
6

§202r6/ <Z|el(x)> dx + 2C?Cyq

@ \i=1
n 6
> le)
=1

n

Zd”’l (t)el (CL’)

=1

< 20?8 +2C%Cq

L%(Q)

6
< 20?1 ZHel M o Q)> +20%Cq

< QCQ(ﬁl (r,n)I¢ 4 Cq)
S /61 (7", n)a

avec E(r, n) une constante qui dépend seulement de r,n et 1 (r,n) = 2C? (E(r, n)I§ + Cq).

e Pourp’ >2,onap =

b T le conjugé de p alors:

.00 gy < C [ (™ +1)" da

By T
Q

n1(t)er(w)

S 2?’—1017/ (

dx + CQ)

p
szp"lC”/<de llea(x ) dx + 207107 O

p
< 217'*101"7"1’/ <Zel(x)|> da + 20 71O Oy
Q

=1

n P
< o' =lopyr Z|el(x)\ + 2P 71C0Y g,
i=1 Lr(Q)
n P
<oty (leez(x)llmm> +20 7107 Cq
i=1

<o -lcv (ﬁ (r,n)l¥ + Cq)
S 62(r>n)7
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avec B;(r, n) une constante qui dépend seulement de r,n et Ba(r,n) = or' ~1cw' (B;(r, n)ly + Cq).

Par conséquent, on a: Vp > 2, ||h(t,x,vn)\|i,p/(m < B(r,n), avec B(r,n) = max(B1(r,n), B2(r,n)). Ensuite, on

retourne a 'estimation de F* et en utilisant 1'inégalité de Holder alors on obtient en combinant toutes les estimations
précédentes que :

(PRt {eiahiny, {eeading {dna}isy)]

M(t,z,Vu;,) - Vey dx / M;(t,x,Vu;y)- Vey dz
Q Q

/h(t,sc,vn)e;C dx
Q
<>

j=t,e

+2 ‘/ Lppn(t,x)ey dx
Q

< DM 2, V)l o o) Vel oy + 2100t 2, 00) [ Lo @ et ogey

Jj=t,e

< +

+2

)

+2 ‘/ Toppn(t,x)ey dx
Q

+2

/ M;(t,z,Vujn) - Ve dx
Q

/ h(t,x,v,)e dx
Q

)

+ 2HI(1PP,’”||L2(Q)||€lHL2(Q)7
1
< 27 (r,n)l3, (£)la + 267 (r,n)ly + 2als (1),
< 2K(t)C(r,n).
1
avec C(r,n) = max(ai (rym)la, Bi (r,m)l1,l2) une constante qui dépend seulement de r,n et K (t) = 127)’/4(t)+lg(t)+1
une fonction L' (U) qui dépend seulement de ¢.
D’une maniére similaire & ce qui a été fait pour la premiére estimation au-dessus on prouve aussi que:

[t {eiahys {eeatiiy {dnabiZ)] < K;()C5(r,n),

avec C;(r,n) une constante dépendant de 7,n seulement et K;(t) sont des fonctions L'(U) indépendante de r,n.
Ainsi, on a montré que F*, F;c , j =1,e, vérifient les condtions du théoréme de Carathéodory.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Carathéodory d’existence de solution, il existe de coeficients absolument
continues {d,;(t)};,, {ci ()}, {ceu(t)}], satisfont ces systémes d’équations différentielles ordinaires (2.28),
[2:29), pour ¢ € [0,T*) p.p., avec T* < p. De plus, on a ces coefficients vérifent les équations suivantes sur
[0,T):

dn,l = dn,l(o)
' n n n (2.31)
b o [P et feaa e )i
¢ = ¢5(0)
1 (2.32)

42 [ P AN eV dni(MYL) dr

avec j =1,e.
En résumé, pour chaque n, on a montré I’existence locale de solutions approchées sur [0,7™)(peut-étre dépend de
n) du systéme non-dégénéré approché ([2.23)).

2.2.2 Estimation d’énergie

Cette section consiste & trouver des estimations d’énergies qui permettent d’exhiber la norme dans laquelle la
solution est bornée. Ceci entraine les espaces fonctionnels adéquats.
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Pour démontrer I'existence globale de solutions Faedo-Galerkin sur [0,7) (indépendante de n), on a besoin des
estimantions d’énergie.
On a montré l'existence locale des solutions Faedo-Galerkin faible du systéme non-dégénéré approché sur
[0,T*] avec T* € (0,T).
Etant donné certains coefﬁcients(absolument continues) a;(t), avec j = i,e, on forme les fonctions g; ,(t,z) =

Za“(t)el( et Yen(t, x) Zae 1(t)ei(z). Donc, les solutions Faedo-Galerkin satisfont la formulation faible pour

chaque ¢ (en se référant a la deﬁnltlon 2.1), qui sera le point départ pour prouver les estimations d’énergie:

// CmOtUn i n dx dt + // €0y n i n da dt

+/ M;(t,2,Vu; ) - Vi, do dt + // h(t,z,vp)pin dx dt (2.33)
T

Qr
= // Iapp,n(tax)wi,n dx dty
T
// CmOtUnPe,n dx dt + // E0Ue nPe,n dr dt
T Qr

/ M (t,z,Vuey) - Ve dx dt—l—/ h(t,z,vn)en dz dt (2.34)
Qr

= // Toppn(t, ) pen do dt,
T

Yoin € LP(0, T, Wy P(Q)), j=1i,e.
On remarque que T ici un temps arbitraire dans l'intervalle de existence de la solution [0,7™) différent que T le
temps final et qu’on va le prendre dans la suite et avant d’attaquer la démonstration globale.

Lemme 2.2. On suppose que les conditions sont vérifiées et p > 2.
St U;0,Ue0 € L2(Q) et Iopp € L? (Qr), alors zl emste des constantes positives ci,ca,c3 indépendantes de n telles
que:

”UnHLOO(O,T,L?(Q)) + Z ||\/gu]';nHLoo(0’T$L2(Q)) < e, (2'35)
Jj=i,e
Z ||vuj,n||Lp(QT) < ¢y, (2.36)
Jj=i,e
Z lwjnll s Q) < ¢, (2.37)
j=i,e

St de plus, u;0,uc0 € Wol’p(Q), alors il existe une constante cq4 > 0 indépendante de n telle que:
HatUTL”L2(QT) + Z H\/gatuj,nHL2(QT) < Cy4, aUEC .7 = Z.v €. (238)
j=i,.e

Proof. On prend la valeur de ¢; ,, = win €t pen = —Ue,n dans (2.33), (2.34) respectivement et on somme les deux
équations. Ensuite, on obtient ’équation:

// Cm Oy Uy dx dt + Z // €0 U njn d dt

_] l?

—|—Z/ M;(t,x,Vu;jy) - Vu]ndxdt+/ h(t,x,vy)v, dx dt

j=i,e

= // Lopp.n(t, x)v, do dt.
T
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Cette derniére est équivalente a:

/dt/|vntx de dt+ = Z/ dt/'ujntx dx dt

Jze

+Z//M (t,z,Vujpn) - Vujndxdt—l—/o/ (t,x,vp)vy dax dt

j=i.e
T
:/ /Iapp’n(t,x)vn dz dt,
0 Jo

Ensuite, en ajoutant le terme C}, / / v (¢, x)|2 dx dt, équation précédente est équivalente:

/|vnT$ dr + = Z/|u]nT:c dx+2/ M;(t,z,Vuj ) - Vu,, dr dt

jze j=t,e

+// (h(t, 2, 0,)0 + Chlon(t,2)[?) da di
/|Un0x dx + = Z/\anOx dx

] =i,e
+ // Luppn(t, z)vy, dz dt + Cy, // lon (t, 2)|* da dt.
T T
On note par E; avec i = 1,...,8 les termes de la derniére équation qui se réecrit de la maniére suivante (& respecter

Pordre):
Ey+ Es+ Es+ Ey = Es + Eg + E7 + Es.

Maintenant, on va minorer E3, 4y et majorer Fs, Fg, Fr, Fg:

e D’aprés la monotonie de M; (¢, z,¢) (2.5) et comme Cy; > 0, on obtient:

By = Z/Q M;(t,z,Vu;y) - Vu,, dr dt
T

j=i,e

>CMZ// \Vujn(t,z)” de dt > 0.
T

j=i,e

e En utilisant les conséquences des hypothéses du courant ionique ([2.17), on obtient:

E4 = // (h(t?mvvn)vn + Ch|vn(t,$)|2) dr dt 2 0

e On a uj,(0,2) = ugjn(x),vn(0,2) = von(z), avec j = i,e et Iappn(t z) sont définis dans (2.25)), (2:24
respectivement et comme on a {e;},-, est une base orthonormee de L?*(Q), alors:

o (0,2 20y = 10,0 (@) | 20y < 00220y
H“j,n(O,x)Hm(Q) = ||u07j;n(x)||L2(Q) < ||u0,j(x)HL2(Q)7 (2.39)

HIapp,nHL?(Q) < ||Iapp||L2(Q)'
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On déduit que:
By = Cﬂ/ (0 (0, 2)|? dz < Cﬂ/ o ()2 da,
2 Jo 2 Jo

et comme € << 1, alors on a:

€ 2 € 2 1 2
Eg = - ; <z 4 <z ; .
0= 5% [0 0P dr <5 Y [ uos@f de< 5 3 [ jun(o)l’ do

j=t,e j=t,e Jj=i,e

2 2
Qg = Z |u0,j(x)\2 dz > 0 indépendantes de n.

j=te
En ce qui concerne E7, on utilise I'inégalité de Cauchy Shwarz puis I'inégalité de Young et la derniére inégalité
du systéme (2.39) pour obtenir I'estimation suivante:

E; = // Loppn(t,x)v, do dt

< ||Iapp,n||L2(QT)anHm(QT)
<

e e
Par conséquent, on a F5 < — et Fg < —, avec a; = cm/ lvo(z)|? dx > 0,
Q

||I¢1PP||L2(QT) ||UnHL2(QT)

2 2
||Iapp||L2(QT) ||Un||L2(QT)
2 2

N

1 2
< 5(0/1 +lvallz2(gq)),

avec o = ||Iapp||2Lz(QT) > 0, indépendante de n.
En combinant les estimations ci-dessus, on obtient:

e Comme F5 > 0, on a alors:

B = Cﬂ/ lon(T, 2)|? da
2 Ja
1

1 T
< —(a1+az+a))+ =(1+2C) o (t, 2)|? dx dt.
2 2 o Ja
T
On pose maintenant y(T) = [ |v,(T,z)|* dz, alors Pinégalité sera: y(T) < By + ﬁQ/ y(t) dt, avec 31 =
Q 0
! 1+2C
mtoton >0et By = 1+2Cn > 0 indépendantes de n.
C C

m m
D’aprés le lemme de Gronwall 2 (voir Annexe), on obtient alors:

T
/ Ba dt
y(T) < Brexp’o < Brexp™! <,
avec O] = 31 exp”T > 0 indépendante de n.

e Comme FE; > 0, on a alors:

€ 2

j=i,e

1 1 r
§(a1+a2+o/1)+§(1+20h)/ / o, (t, 2)|? dx dt.
o Jo

IN
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Mais comme on a v, = U;, — Ue,pn, alors d’aprés 'inégalité triangulaire et I'inégalité (a + b)2 < Q(a2 + b2)
respectivement, on a:

|Un|2 = |Ui,n - ue,n|2 < (Juinl + ‘uesz < 2(‘“i,n|2 + |ue,n|2)-

Alors E5 devient:

3
E2 :5 Z A|UJ7H(T7 .’17)|2 dzr

j=i,e

1 T
(a1+a2+o/1)+(1+20h)2/ / lujn (T, ) da dt.
0 Q

< —
=9 Z
j=i,e

De méme, on pose z(T) = ¢ Z / lujn (T, 2)|? do = Z / |Veu; (T, m)\z dx, alors I'inégalité sera: z(T) <
j=i,e Q2 Jj=ie @
T
v + 72/ 2(T) dt, avec v1 = a1 + ag + af > 0, vo = 2(1 +2C}) > 0, indépendantes de n.

0
D’apreés le lemme de Gronwall 2 (voir Annexe), on obtient alors:

T
/ V2 dt
2(T) < 71 exp/o <mexp! <O,
avec C} = v exp”? > 0 indépendante de n.

En conclusion, on a donc:

sup ||Un||L2(Q) <V
<t<T

sup Z ||\/guj’”(T’x)HL2(Q) <.

0<t<T

0

Jj=t,e

Par conséquent, on obtient la premiére estimation du lemme:

1ol oo (0,7, £2(02)) + Z ||\£“ijLoo(o,T,L2(Q)) <, (2.40)

J=r,e

avec C7 = max(C7,CY) > 0 indépendante de n.

Or,on a F1 >0, Es > 0, on peut déduire d’aprés la premiére estimation (2.35)) que:

Y / /Q V(b 2)F do dt < B

Jj=i,e

IN

(a1 + a2 +ay)

+
o= N = o=

T
1+ QCh)/ / v, (¢, 2)|? dx dt,
0o Ja

1
(1 + g +af) + 5(1 +2C,)C1T < CY,

IN

1 1
avec Ch = i(al +ag+ o))+ 5(1 +2Cp,)C]T > 0 indépendante de n. Ainsi, on obtient la deuxiéme estimation

du lemme:
Y Vusallloop < Co (2.41)

J=r,e
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&
Cwm

On rappelle que u;,, € W, P(Q) alors d’aprés I'inégalité de Poincarré et la deuxiéme estimation (2:36) on a:

2 tinlZoigr) < Ca 3 IVtinliaiy) < CalCe < Ca,

Jj=ie Jj=i,e

avec Cy = > ( indépendante de n.

avec C3 = CqCy > 0 indépendante de n. D’o1, la troisiéme estimation du lemme:

> il < Ca (2.42)

j=t,e

Pour démontrer la derniére estimation, On prend la valeur de ¢;, = i €t Qe = —Ue, dans (2.33), (2.34)
respectivement et on somme les deux équations. On obtient 1’équation:

Cm // |0y, |? da dt+az // |0vujp)? do dt + Z // M;(t,z, V) - V(0wuj,) do dt
Qr Qr Qr

Jj=ie Jj=te

+ // h(t, z,v,)0y, dx dt = // Lopp.n(t, )0, dz dt.
T QT

Pour simplifier I'écriture, on définit {(¢, z) = Vu; (¢, ) et on dérive G, (¢, z,§) et H(t,x,v,) en temps pour obtenir:

(2.43)

e D’une part, en utilisant I’hypothése de condition de Cauchy (2.7), on obtient:

3

aG; O
O (Gj(t, x,€)) = 0:Gy(t,x,€) + ZT&J%’
=1

3
- ath(tv xz, 'f) + ZMj,l(ta xz, g)atgh

=1
= 0,Gj(t,x,&) + M;(t,x,£) - O&.

e D’autre part, d’aprés la définition (2.12) de H et comme on a h(¢,z,0) = 0. Alors, on a:

O¢(H (t,x,v,)) = OcH (8, x,0,) + Oy, H(t, @, vy) O,
= O H(t,x,v,) + h(t,x,v,)0svp.

D’abord, on va estimer la derniére intégrale, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la derniére estimation de
(2.39) puis l'inégalité de Young avec 6 = ¢,, > 0 et p = 2, pour obtenir:

J[ Tapnntt.2101, do dt < Luppalo g 19e0nl 2y

T

A

> ||IELPP||L2(QT)||8tvn||L2(QT)7

< ||Iapp||L2(QT) " ”atvnHL?(QT)

m )

287”

2
<G+ // |8yv,|? da dt,
2 Qr

Happll 2
L IPPIEN@r) yne constante indépendante de n.

avec Cy = 5
Cm

Donc en remplacant les valeurs de M;(t,xz, Vu;.) - 0:(Vu;n) et h(t, z,v,)0:v, respectivement, en fonction de
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Gj(t,z,) et H(t,z,v,) dans I’équation (2.43)) et d’aprés l’estimation du dernier intégrale, on obtient:

c
- |00, |? da dt + ¢ // |8tu‘7n|2 dx dt
2 //QT Z Qr !

j=t,e

T
+/ at/ Z Gj(t,x,Vujn)+ H(t,z,v,) | dodt
0 Q

j=i,e
< 54 + // Z 0:G(t,x,Vujn)+ O H(t,x,v,) | dz dt.
T \j=ie

Ensuite, on calcule le troisiéme intégral en t € (0,7) de lestimation précédente de I’équation (2.43)) et d’aprés la
condition d’exponentielle en temps (2.8)),(2.12) sur G; et H, on ajoute le terme C’h/ |vn (T, x)|2 dx d’une part et
Q

d’autre de ’éstimation précédente, on obtient:

c
- |0yvn|? dx dt + E // |0 |? da dt
2 //QT Qr !

Jj=i,e

+/ ZG]-(T@,vuj,n(T,x))+H(T,x7vn(T7m))+ch\vn(T,x)|2 dx
Q

j=i,e
<Cy+ max(K7y, K3) // Z Gj(t,z,Vujn)+ H(t,z,v,) | dxdt
T \j=ie

+//T(f2+fs) dx dt+C’h/ﬂ|vn(T,x)|2 dz

+ / S G (0,4, Vg 0 (0,2)) + H(T, 2,00(0,)) | d,
Q

j=i,e

< Ci+lfellpagry + 15l La@py + CrCi

+ max(K1, K») // Z Gj(t,z,Vu;n)+ H(t,x,v,) | drdt

J=r,e

+ / S G0, 2, Yty u(0,2)) + H(T, 2, 00(0,)) | d,
Q

Jj=i,e

<O+ K// > Gi(tx, V) + H(t,x,v,) | da dt

j=i,e

+ / S G0, 2, Yty (0,2)) + H(T, 2,00(0,)) | d,
Q

Jj=i,e

avec Cj = Ci+ ||f2HL1(QT) + Hf3||L1(QT) +C,C1 et K = max(K1, K») des constantes positives indépendantes de n.

Pour utiliser le lemme de Gronwall 2, on a besoin du terme Cj,|v,, (¢, 2)|* dans

// Z Gj(t,x,Vuj,)+ H(t,z,v,) | dx dt et Ch|vn(0,z)|* dans

Jj=i,e
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/Q Z G;(0,2,Vu;,(0,2)) + H(T,z,v,(0,2)) | dx

J=,e

Comme Cj,|vp (t,2)]* > 0 et Cp|v,(0,2)|* > 0 donc on peut les injecter dedans, alors on obtient:

c
= |0yvn|? dx dt + ¢ E // |00 |? da dt
2 [/QT Qr !

Jj=i,e

+ / > GH(T, 2, Vuj (T, 7)) + H(T, 2, 0,(T, ) + Chlon (T, 2)|* | do
Q

j=i,e
(2.44)
<Ci+ K// > Gyt w, V) + H(t,,0,) + Chlon(t,2)* | da dt
T \j=ie
+/ Z G;(0,2,Vu;»(0,2)) + H(T, z,v,(0,2)) + Chlvn(0,2) | da.
o\ —
j=ti,e
Maintenant, on pose:
wp(T) = / ( Z G;(T,z,Vun(T,z)) + H(T,z,v,(T,x)) + Cplvn (T, 2)|?) dx, (2.45)
O =
Jj=i,e

Alors 'estimation devient:
T

wWn(T) < (wa(0) +CY) + K | wy(t)dt.

Pour utilisier le lemme de Gronwall 2, il faut que w,(t) > 0, V¢ € [0,7]. En effet, comme on a G; € C*(R?)
par rapport a la troisiéme variable £(¢, ) = Vu; (¢, z) d’aprés la condition de Cauchy (2.7) donc en appliquant la
formule de Taylor avec reste intégral par rapport a cette variable et d’aprés les conditions de monontonies (2.5]),(2.11))
on obtient alors:

11 b
G;(£) = G;(0) + / 55 Gols6) & ds

1 !

= G;(0) + /0 ;Mj,l(sg) & ds
1

:Gj(O)—i—/O M;(t,x,s€)- € ds
1

= Gy0)+ [ M (ta.s6) 56 ds

1
1
> Gy(0) + Culep [ as
0
> G;(0) + Cylel?

>0

- )
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et d’aprés la définition (2.12) de H et la remarque (2.17) on a alors:

H(t,x,vn(t,x))+Ch|vn(t,x)|2:/ " h(t,x, p) dp + Chlon(t, )2
0
= / (h(t,x, p) + 2Chp(t,z)) dp

/ h(t,x, p) + Cup(t,z)) dp
0.

Y

Par conclusion, on déduit que w,(t) > 0, V¢ € [0,7]. Donc d’aprés le lemme de Gronwall 2 (voir Annexe), on
conclut que:

wp(T) < (w,(0) + CY) explo Kdt < (wn (0) + C}) exp®T . (2.46)

Maintenant, pour obtenir la derniére estimation d’énergie donc il suffit de montrer que
w, (0) < Cy avec Cy indépendante de n. Pour généraliser on va prouver que wy(t) < C'4, V¢ € [0,T] avec avec C'y
indépendante de n.
D’une part, on a d’aprés le théoréme de Taylor avec reste intégral:

1
G](f) = GJ(O) +A Mj(t,m,sé) 6 dS
1
< G(0) + Curlé] /0 M, (¢, 2, 56)| ds
1
ngm+cmaAuxw4+h>w

1
ngm+cM(MW/w’%m+mm)
0
< G(0) + Car (i€ + €l 2)

Et comme on a £ = Vu;, € LP(Q) et f1 € LPI(Q) et en utilisant 'inégalité de Holder et la deuxiéme estimation
d’énergie alors on obtient:

/Qaj(g) de/Gj(O) dz + Car (/ G dac—i—/ﬂ|€|f1 da:)

< [ 650 dat Car (IV5 oy + 19830l )

< -/QGJ'(O) dzr + Cy <C§+02||f1||1,p’(9)) < 9ga,

avec g4 = / G;(0) de + Cu (cg + 62||f1\|Lp/(Q)) indépendante de n.
Q

D’autre part, en utilisant la remarque (2.15)-(2.16) sur le courant ionique h dans le cas ou:

e p = 2, on rappelle les injections continues de Sobolev Hj(Q) c L°(Q) ¢ L*(Q) c L*(Q), ainsi le courant
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ionique dans ce cas est estimé comme suit :

/H(t,x,vn(t,x)) da:z//nh(t,m,p) dp
Q o Jo
gc//"(|p|3+1) dp do
aJo

g/ v, |t da:—l—C’/ |vn| dx
4 Jo Q
C

> Zan(taz)Hm(Q) + O||Un(tv33)||[,1(9)

IA

A

C

< Capllva(t, )l gy ) + CaCllon(t, @)l g1 o
1

< C(Ca + Oty e

1
< C(ZCQ + Cg)ca < hy,
1
avec hy = C (ZOQ + C§)cz indépendante de n.

e p > 2, on a on rappelle les injections continues de Sobolev Wy (Q) ¢ LP(Q) C L'(Q), ainsi le courant ionique
dans ce cas est estimé comme suit :

/H(t,x,vn(t,x)) dx://nh(t,:c,p) dp
Q o Jo
SC’”//"(|p|p_1—|—l) dp do
aJo

CI/
< —/ |vr, [P derC’"/ |vn| dx
P Ja Q
1

C
< o lont: 2l o) + Cllon(t @)l L1 (g
1

C
< OQ? l[vn(t, 2) ||W01*p(Q) + CoC" vn(t, @) ||W01=P(Q)

1
< O”(};CQ + Co)llonlt, I)”WOLP(Q)

1
< C”(};CQ + CQ)ea < by,

1
avec hly = C"(=Cq + C,)c2 indépendante de n.
p

Donc d’aprés ce qui précéde, on a:
/ (H(t.2,00(t.2)) + Calon (. 2) ) da
Q

Un
= [ [ b)) dp do+ Gt 0) 12
0
< max(hg, b)) + CC}.
On déduit alors:

wy(t) = /Q( > Gtz Vun(t,x)) + H(t,z,00(t, ) + Chlvn (t,2)[°) d

j=t,e

< g4 + max(hy, hf) + C,C; < C'y,
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avec C'y = gq + max(hg, b)) + C,C] indépendante de n.
Par conclusion, on obtient pour ¢t = 0:

wn(T) < (wn(0) + C}) explo Kt
< (wn(0) + C3) exp™™
< (Cy+Cpexp™T < Cy,

avec Cy = (64 + %) exp®T > 0 une constante indépendante de n. Alors, on a démontré la derniére estimation en
remplacant les estimations précédentes:

HatvnuLz(QT) + Z ||\/gatuj,nHL2(QT) < Oy, (2-47)

Jj=te
avec Cy indépendante de n et j = i, e. O

Maintenant, on va utiliser les estimations d’énergie pour prouver I’existence globale de solution. C’est-a-dire que
on va faire 'extension de 'intervalle local [0,7™) sur tout lintervalle [0,T") (indépendante de n). On sait d’aprés
la définitions de solutions de Faedo-Galerkin (2.22)),(2.21) pour ¢ arbitraire dans [0,7*) et d’aprés les estimations
d’énergies que:

o) Yiemtomlin + D Hein () emt,onln
G=i,e (2.48)

= llon () L2y + gt )l L2y < O

avec C' > 0 une constante indépendante de n et de t. On introduit alors:

S:={t €[0,T) tel quil existe une solution de (2.28), [2-29), [2-29) sur [0,¢)}

et on observe que S # () d’apres la premiére étape de Faedo-Galerkin (existence locale de la solution).

On va démontrer que S = [0,7) donc il suffit de montrer que S un ensemble ouvert et fermé respectivement.
Premiérement, soit £ € S donc on va chercher un voisinage V' de t telque t € V C S pour déduire que t € S.

Soit 0 < ¢ < 7 telque |t — | < 4, avec § > 0. Comme on a ¢ € S et d’aprés la solution ([2.31)-([2:32) des EDO
(2.28),(2.29),(2.29) on déduit que:

t
|dn7k(t) — dn,k(f)| < c(C’,n,cm,E)/ |M(7)| dr,
¢

et

t
e () — ;D] < e(C s ey €) /t M, (7)] dr, j =i e.

On conclut que lim(dy, x(t), ¢; k(t), ek (t)) = (dn ik (t), ¢ik(t), ce x(t)) nous donne qu’il existe une solution sur [0, ¢+9).
t %

En conclusion, il existe 6 > 0 telque € V' = [0, + d[C S donc S est ouvert.
Deuxiément, soit £ € S alors il existe une suite (;);51 C S tel que t; — £ quand I — +o00. On dénote {(d, ,(t), ¢l (), ¢k L (£) ey
la solution des EDO (2.28)),([2-29),([2-30) sur [0,;), et on définit les suites suivantes pour k = 1,...,n :

C,il k(t) — dgn,k:(t)7 site [O,tl),
" dl, (1), si t € [t,D),
et pour j =1,e€,
gk(t): cé,k(t)7 site [Ovtl)a
" ckp(t), sitet,l),
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On déduit de ce qui précéde que ces suites {d'y, 1 (t)}1>1,{c';k(t)}i>1 sont equibornées equicontinues sur [0,1).
Donc d’aprés le théoréme d’Ascoli, il existe des sous suites telle qu’elles convergent uniformément vers cﬂivn,k(t) et
¢ k(t), 7 =i,e. En passant a la limite dans les EDO (2:28),([2:29),(2-29) pour ces suites sur [0,#;) et en utilisant
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (TCDL), on trouve que c?nk(t) et ¢;k(t), j = i,e, vérifient le
systeme I’EDO (2.28)),(2.29),(2.29) sur [0,?). Par conséquent, t € S et S est fermé. En conclusion, S = [0,7T). Do
Pexistence globale de solutions de Faedo-Galerkin sur [0, 7).

2.2.3 Passage a la limite

Cette étape est consacrée a prouver I’existence d’une solution du modéle non-dégénéré (2.1)),(2.2)),
(2.3) en utilisant les conséquenes des estimations d’énergies dans le lemme 2.3 avec des arguments de compacités
et des densités.

Théoréme 2.3. On suppose que les conditions (2.4)-(2.14)) sont vérifiées et p > 2.

Siujo € WyP(Q),j=1i,e et Iy, € L*(Qr). alors le systéme non-dégénéré [2:1),[2-3), @2.2), possede au moins une
solution faible Ve > 0 fizé (sa condition initiale on va la prouver dans la sous-section ci-apres).

Avant de montrer ce théoréme, on va donner les conséquences des estimations d’énergie (2.35), (2.36), (2.37),
(2.38) du lemme (2.3) qui montrent que les suites {vy, },,~, {tjn},~, avec j = i, e, sont uniforméments bornées dans
LP(0,T, Wy P(Q)), Vp > 2 et {0wn}, 51, {0}, avec j = i, e, sont uniformément bornées dans L*(Qr). Alors
d’apres le corollaire des suites bornées (voir Annexe), on peut conclure qu’il existe des sous-suites {vy, }, 1, {ujn}
avec j =i, e, et v = Ui p — Uen tel que: -

n>1?

e v, — v converge faiblement dans LP(0,T, W, ?(Q)),

dyvn, — Oy converge faiblement dans L?(Q7),
e uj, — u; converge faiblement dans LP(0, T, W, (Q)),

et Oyu;, — Opu; converge faiblement dans L?(Qr), avec j = i, e.

D’aprés le théoréme de Aubin-Lions avec Wy P(Q) < LP(Q) < L*Q) (voir Rappel), on obtient v, — v

compacte continue
converge fortement dans LP(Qr), et u;, — u; converge aussi fortement dans LP(Qr), Vp > 2. Et d’aprés le théoreme
de Fischer-Riesz, on peut extraire aussi une sous-suite v, — v p.p. dans Qr et u;, — u; p.p. dans Q7.

De plus, on a d’aprés ’hypothése de croissance (2.4) de M; et en utilisant I'inégalité d’indice (a + b)p/ < 2p/_1(ap/ +
v'):

M (t, 2, V)P < Car(|Vugnl? ™ + A1)
< 2O (V[ 7D + 1),
<2 1Oy (|Vunl + £,
< C(|Vunl? + f1),

avec €' = 27 ~1C); > 0 indépendante de n.
Alors, en utilisant la deuxiéme estimation d’énergie (2.36) on obtient:

||Mj(t7.’1?, vuj,n)”ip’(QT) < Cl(Hvuj,n)”Z[),p(QT) + ||f1||ip/(QT))’
< Cl(cg + “f1||12p’(QT))’
< aq,
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avec a = C'(C§ + || f2ll 10 () indépendante de n.

Par conclusion, on a montré que la suite M, (t, z, Vu; ) est uniformément bornée dans LY (Qr, R3), ce qui implique
qu'il existe une sous-suite M; (¢, z, Vu; ) — X, faiblement dans ¥ (Qr,R?). D’abord, on va estimer aussi h(t, z,v,,)
dans Lp,(Q), Vp' > 2, en ultilisant les conséquences dans la remarque 4, I'inégalité d’indice et les estimations

d’énergie (2.36)-(2.37) on a:

e Pour p = 2, en utilisant I'injection continue H'(2) C L%(£2) , on peut conclure que:

It 0) ey < € [ (1l + 12 o

< 202/(|vn|6 +1?) dz,
Q

< 2C%(||vn s (0 + Ca);
< 2C%(C§ |lvallfpr 0 + C)s

S 517

avec J; une constante indépendante de n.

e Pour p > 2, comme on a p’ = le conjugué de p alors on peut aussi conclure que:

p—1

It v)2 s gy < C” /Q(lvn|p*1+1)” dz,
< 2Cz/(lvnl(”‘”% +17) da,
Q

<2r-ice (an”ip(gz) +Cq),

§ﬂ27

avec (5 une constante indépendante de n.

En conclusion, on a Vp' > 2, ||h(t,x,v,) ) < B, avec f = max(f1T, B2T) une constante indépendante de

Hip, (Qr
n. Donc on déduit que h(t, z, v,) est uniformément bornée dans L”/(QT). De méme, ceci implique qu’il existe une
sous-suite h(t,z,v,) — h(t,z,v) converge faiblement dans ¥ (Qr). Comme on a v, — v p.p. dans Q7 et h est
continue en v, alors h(t,x,v,) — h(t,z,v) p.p. dans Qr.

Avant de commencer & prouver ce théoreme, on va prouver quelques lemmes:

Lemme 2.4. Quand n — oo, on a h(t,z,v,) — h(t,x,v) converge fortement dans LY (Qr),
Vg € [1,p).

Proof. On va démontrer ce lemme en utilisant le théoréme de Vitali’s.
Comme on a h(t, z,v,) est uniformément bornée dans L” (Qr) avec ||h(t,:c,vn)\|ip,(9) < B, ou B = max(f, 32)

une constante indépendante de n et Vp' < 2 et h(t,z,v,) — h(t,z,v) converge p.p dans Q7. Il suffit de montrer
que Ve >0, 36 > 0 tel que Vn > 1, VA C (0,T) mesurable avec |A| < J, on ait:

/A 1h(t, 2, v3) (|70 () dE < e
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D’abord, on a L” (Q2) C L9(Q) avec une injection continue alors on a:

q P’
[ 0 ey dt < [ Callhttz )y

ch/ 8 dt,
A

Sﬁ’/ldt,
A

S CQ6/|A|7
< Cﬂﬂ/av
< €.

Alors d’aprés Vitali’s, on conclut que h(t, x,v,) — h(t,z,v) converge fortement dans LI(Qr),
Vq € [1,p") quand n — oo. O

Maintenant Fixons N > 1 et p; y € Cl([O T), Wy P(Q)), j = i,e, définie par:

win(t,x) E a; i (t)e(z) et we n(t, ) E aei(t)er(x). on a les formulations variationnelles suivante:

// cmOton i N dx dt + // €0y npi N d dt
T T

—|—/ M;(t,z,Vu; ) - Vi n do dt + // h(t, z,vn)iN dz dt (2.49)
Qr

Qr
:// Ia;vp,n(tam)%,N dx dt,
T
// cmOpUn e, N dx dt + // €0iUe nPe,N dx dt
T T

—|—/ M (t, 2, Ve ) - Ve n dz dt + // h(t,x,vn) e n dz dt (2.50)
QT T

= // Toppn(t, x)pe N do dt,
T

Vo, N € LP(0,T, WP () fixeé, avec j = i, e.

Si on passe & la limite n — oo, on a d’aprés les conséquences précédentes des estimations d’énergie concernant la
convergence faible de chaque terme donc on trouve qu’on a besoin d’identifier X;(¢,z) comme M, (¢, z, Vu;), avec
j=i,e.

On remarque dans le cas bidomaine p = 2 oit M;(t, z,&) = M;(t, )¢ que la convergence faible suffit pour passer a
la limite. Au contraire dans le cas non-linéaire p > 2 ot par exemple M, (¢, z,§) = |§|p_2Mj(t, z)€. On a besoin de
prouver la convergence forte des gradients Vu; , dans LP(Qr) dans le lemme suivant:

Lemme 2.5. Pour j = i,e, Vu,, — Vu; converge fortement dans L*(Qr) quand n — oo et X,(t,z) =
M;(t,z,Vu;) p.p. pour (t,x) € Qr avec j =1,e.

Proof. Fixons N > 1 et considérons les fonctions w;y € CH([0,T],Wy), j = i,e, définies par: w; y(t,x) :=
n

> bju(t)er(x)

Soit n > N, donc w; y € W, et soit wy = w; y —we, n. On retourne aux formulations variationnelles (2.33)), (2.34)
en choisissant les fonctions tests comme suivent:

Pin(t,) = (in —wiN)(t, ) et @en(t, ) = —(Ue,n — we,N) (2, ).
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Par conséquent, ; (t,-) + @en(t,) = (vn — wn)(t,-) €t @inlt,) = Gemlt,) = Y (ujm —wjn)(t,), avec j = i,e.
j=te
On remplace ¢; (¢, ) et @e ., (t, ) par ses valeurs dans ces formulations variationnelles et on les somme pour obtenir:

// CmOpvn (v, — W) dxdt—i—Z// €0t n(Ujm — wj N) do dt
T T

j=t,e

+ Z/ M;(t,x,Vu;,) - (Vug, — Vwj, N) dx dt

j=t,e

+ // h(t, z,v,) (v, — wn) do dt = // Loppn(t,x) (v, —wy) do dt.
Qr Qr

Alors, on ajoute les termes C, // —wy|* dx dt et — Z / M;(t,z,Vw, n)-(Vu;,, —Vw;, N) de dt d'une
Qr j=ie
part et d’autre de I’équation précédente pour obtenir:

Z// it x, Vu;n) — M;(t,z, Vw; n)) - (Vuj, — Vw;, N) de dt
j=i,e T
// em O (v, — wy) dx dt — Z// etjm(Ujm —wjiN) dz dt

Jj=t,e

—Z/ M;(t,z,Vw, n) - (Vuj, — Vw; n) de dt
Qr

j=t,e

_ // [(h(t, 2, v) — Bt 2, ) (n — wx) + Ch(vn — wy)?] da dt

// h(t,z,wy) (v, — wy) dxdt—l—Ch// —wN\ dx dt
T T

//TIW (t,2)(0n — wy) da dt,

Vw; n € C'([0,T], Wy), avec j = i,e.
On note par E; avec i = 1,...,6 les termes de la derniére équation qui se réecrit de la maniére suivante (a respecter
Pordre):

Ey=FEy+E3s+Ey+ Es + Eg + E7 + Eg.

On a d’apres les conséquences précédentes des estimations d’énergie quand n — oc:

e v, — Oyv converge faiblement dans L?(Qr),

e et v, — v converge fortement dans L?(Q7), donc d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue(T.C.D.L)
on a v, —wy — v — wy converge fortement dans L2(QT).

Alors d’aprés la proposition de la multiplication de la convergence faible avec la convergence forte (voir Annexe),
on a alors:

lim Fy = — lim // CmOpvn (v, — wy) da dt,
n—oo n— oo T

—// emO(v —wy) dx dt.
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Ensuite, comme on a Iy, »(t, ©) — Iopy(t, z) converge fortement dans L?(Q7) alors la proposition (1.5) nous donne:

n—oo n— oo

/ / Lagp(t, )0~ ) d .

lim Fgs = lim // Loppn(t, x) (v, —wn) do dt,
Qr

Et d’aprés la définition de la convergence forte de v,, — wy dans L2(QT) on a alors:

lim F7 = — lim O, // |vn —wN|2 dx dt
T

n—oo n— oo

= —C’h// lv —wy|? da dt.

e Oyu;,, — Oyu; converge faiblement dans L? (Qr),

De méme, on a quand n — oc:

e et u;, — u; converge fortement dans L*(Qr), donc d’aprés T.C.D.L w;,, — w; y — u; — w; n converge
fortement dans L*(Qr), avec j = i, e.

Alors d’apreés la proposition de la multiplication de la convergence faible avec la convergence forte (voir Annexe) on
a alors:

nh_}rr;OE‘; = —nli_)rg<> Z // ) €0suj n(Ujn — wj N) da dt,

j=i,.e
=— Z // edpuj(uj —wj; N) d dt.
j=ie” Y QT
D’abord, on a par définition w; v € LP(0,T, Wol’p(Q)), avec j = i,e alors d’aprés ce qui précéde on a donc

M;(t, 2, Vwj n) € LP (Qr,R?) et h(t,z,wn) € L” (Qr).
On a d’apres les conséquences précédentes des estimations d’énergie quand n — oo que u;, — u; converge faible-
ment dans LP(0, T, W, ) ce qui implique:

o uj, —w;nN — u; —w; n faiblement dans LP(Qr),
e et Vu;, — Vw; v = Vu; — Vw; n faiblement dans L?(Qr).

On peut déduire d’aprés la définition de la convergence faible que:

n—00 n—00 4—
j=i,e

lim E4 = — lim Z / Mj(t,x, VU)%N) . (Vujm - ij7N) dzx dt,
Qr

= —/ M;(t,z,Vw; ) - (Vu; — Vw; n) dz dt,
Qr
et

lim Eg = — lim // h(t,z,wy) (v, —wn) dz dt,
Qr

n—oo n— oo
=— // h(t,z,wy)(v —wy) dz dt.
T

Et D’aprés la remarque 5, on a:

Es=— // [(h(t, @, vn) — h(t,z,wN)) (vy — wN) + Cp(vy, — wy)?] da dt < 0.
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Mais ’hypothése de monotonie (2.5) de M; nous donne que:

E, = Z // it x, Vujn) — Mi(t,z, Vw; n)) - (Vuj, — Vw;, N) de dt
T

j=i,e

>CMZ// V., — Vi, n|P da dt.

Jj=ti,e

Maintenant on passe a la limite n — oo dans I’équation précédente en combinant tous les estimations et les limites
pour obtenir:

CMnILH;oZ// [Vujn, — Vw; nIP do dt

j=ie
< nl;rgo Z //T i(t,x,Vu,,) — M;(t,z, Vw, n)) - (Vuj,, — Vw, §) do dt
j=i.e
// emOv(v —wy) dr dt — Z // edyu;(uj —w; N) de dt (2.51)

Jj=t,e

—/ M;(t,z,Vw; n) - (Vu; — Vw; n) dz dt + // Topp(v —wy) da dt
QT T
—/ h(t,z,wy)(v —wy) dz dt—C’h// lv —wy|? da dt,

Qr T

ij,N S Cl([O,T],WN), avec j =1i,e.
Reste & passer a la limte sur N — oo :
On a U W est dense dans VVO1 P(Q) alors la définition de densité nous donne que:
N>1
Yw; € Lp(O T, W, P(Q)), il existe une suite w; v € CH([0,T], W) tel que w; xy — w; converge fortement dans
LP(0,T, Wy (Q)) quand N — oo avec j = i, e.

Ceci implique que: wy — w converge fortement dans LP(0,T, W, ?(Q)) avec w := w; — w,. On passe & la limite
quand N — oo dans I’estimation pour obtenir:

Car lim // \Vujn — Vw; [P da dt

] =i,e

< RILH;OZ //T i(tx, V) — M;(t,z, Vw;)) - (Vujn — Vw;) do dt
j=i,e

< - // emOv(v —w) do dt — Z // eopuj(u; — w;) do dt

Jj=t,e

_/ M;(t,z,Vw;) - (Vu; — Vw;) dz dt
QT

/ h(t,z,wy)(v —w dxdt—C’h// lv —w|? da dt
Qr T

//T.Tapp(t x)(v—w) dz dt,

Yw; n € LP(0,T, W&’p(Q)), avec j = i, e. Par conséquent, on peut choisir w; = u;, avec j = i, e donc w = v. D’apres
I’estimation précédente, comme on a Cj; > 0 alors:

0 < Oy lim Z// |V, — V[P d dt <0.
T

n—00
j=t,e
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Quand n — oo on a Vu;, — Vu; converge fortement dans LP(0,T, Wol’p(Q)), avec j = i,e. En conclusion,
M;(t,z,Vu;n) = M;(t,z, Vu;) converge fortement dans L (0, T, Wol’pl (Q)), avec j/ =1,e.

En plus, on a M;(t,z,Vu;,) — ;(t,x)) converge faiblement dans LP (0, T, W,? (2)) alors d’aprés lunicité de
la limite au sens de distribution on a X;(t,z) = M,(t,z, Vu;) p.p. pour (t,z) € Q7. Dot la démonstration du
lemme. O

Maintenant on va démontrer le théoréme (2.3) comme suit:

Proof. On retourne aux formulations varitaionnelles et puis on passe & la limite n — co. Mais avant
on a p;n € LP(0,T, WP (Q)) fixe Vp > 2, avec j = i, e, et en utllsant la définition de la convergence faible et la
proposition de la mutiplication de la convergence faible—forte, on a:

e Jyv, — Oy converge faiblement dans L*(Q7),
alors lim // emOon ) N dx dt = // cmOpvp; N dx dt.
n— oo T
e Ouj, — Oyu; converge faiblement dans L*(Qr), avec j = i, e,

alors lim // €0y npj N dr dt = // edyujpj N dx di.
n—oo

e D’aprés le lemme (2.5) on a M;(t,z, Vu,,) — M;(t,z, Vu;) converge faiblement dans L¥(0,T, Wol’p/(ﬂ)),
avec j =1, €,

alors lim // M;(t,x,Vuj,) - Ve, de dt = / M;(t,z,Vu;) - Vo; N do dt.
Qr Qr

n—oo

e De méme, on a h(t,z,v,) — h(t,z,v) converge faiblement dans ) (Qr),
alors hm// h(t,z,vn) ) N dr dt = // h(t,z,v)p; N d dt, avec j =i, e.
n—oo
T

e Enfin, on a Iyppn — Iapp fortement dans L2 (Qr)

alors lim // appntxgoJNdxdt // apptxanNdmdt avec j =1,e€.

n—oo

En passant a la limite n — oo dans ces formulations variationnelles et en combinant toutes ces limites, on obtient:

// cmOvp; N dz dt + // e0pu;p; N dx dt
Qr Qr

/ M;(t,z,Vu;) - Vi n dz dt—|—/ h(t,z,v)pin dr dt (2.52)

Qr
= // Lopp(t, z)pi N do dt,
Qr
// cmOtvpe, N da dt — // €0iUepe, N da dt
T T

_ / M, (t,z,Vue) - Ve n dr dt + // h(t,x,v)pe N dx dt (2.53)
Qr

Qr
= // Lopp(t, ) pe, N dx dt,

Vo, N € LP(0,T, Wol’p(Q)) fixé, avec j =i, e.

Reste a passer a la limte sur N — oo :

On a U Wi est dense dans W,?(€) alors la définition de densité nous donne que:
N>1
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Vo, € LP(0,T, W, *()), il existe une suite ¢; v € C1([0,T], Wx) tel que @; v — ¢; converge fortement dans
LP(0,T, WyP(Q)) quand N — oo avec j = i, e.
On passe a la limite quand N — oo dans les formulations variationnlles précédentes (2.52)),(2.53)) pour obtenir:

// CcmOpvp; dx dt + // edyugip; dx dt
T T

—|—/ M;(t,2,Vu;) - Vo, do dt + // h(t,z,v)p; do dt (2.54)
Qr Qr

= // Lopp(t, )i dx dt,
// CmOvpe dx dt — // eQiuepe dx dit

—/ M. (t,z,Vu.) - Vo, dx dt + // h(t, z,v)p, dx dt (2.55)
QT T

= // Lopp(t, x)pe dx dt,

Vo, € LP(0, T, W, P(Q)) fixé, avec j = i, e.
On conclut que le modéle non-dégénéré (2.1),(2.2)),(2.3) admet au moins une solution faible qui vérifie les formula-
tions variationlles (2.54)),(2.55) pour tout € > 0 fixé. D’ou la démonstration du théoréme. O

2.2.4 Retrouver la condition initiale du probléme non-dégénéré (2.1

Enfin, dans cette étape on va prouver que les limites u;, u. de solutions Faedo-Galerkin, qui vérifient les conséquences
d’estimations d’énergies, satisfont la condition initiale (2.3 :

u;(0,z) = ujo(z) p.p. v € Q.

La démonstration est consacrée sur un argument donné dans [3]. On utilise les formulations variationnelles
([2-54),(2.55) de solution faible du systéme non-dégénéré en choisissant la fonction test ; € C([0,T], Wy (Q))
tel que ¢;(T,-) =0 avec j = i, e.

On commence & démontrer la condition initiale pour j = ¢ et on suit 'autre ol j = e avec les mémes démarches de
démonstration pour j = i.

D’une part, on intégre par parties par rapport au temps le premier terme dans la formulation variationnelle
et on obtient:

- // CmvOpp; dx dt — / emv(0,2)p;(0,2) dx
T Q

- // eu;Opp; dx dt — / eu;(0,2)0p; (0, z) dx
T Q

(2.56)
—I—/ M;(t,z,Vu;) - Vi, dx dt —|—/ h(t,z,v)p; dz dt
Qr Qr

:// Topp(t, x)p; dx dt,
T

Vi € LP(0,T, WyP(Q)) fixe.

D’autre part, revenons maintenant au formulation varitionnelle (2.49) qu’on intégre par parties par rapport au
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temps le premier terme dans cette formulation variationnelle pour obtenir:
— // CmUnOrpi N dx dt — / emn (0, 2)p; N (0, z) dz
T Q

— // eu; nOrpi N dx dt — / ein(0,2)i N(0,2) d

T ¢ (2.57)

—I—/ M;(t,z,Vu; ) -V, Ny de dt +/ h(t,z,v,) i n dx dt
QT Qr

:// Lopp.n(t,x)p; N do dt,
T

Vi n € LP(0, T, WyP () fixe.
Or on a d’aprés ce qui précede:

e 0,(0,2) — vo(x) dans L°(Q) quand n — oo,
o u;,(0,2) = ujo dans Wy P (Q) quand n — oo,
e ¢, N — ¢; converge fortement dans LP(0, T, W&’p(ﬂ)) quand N — co.

On passe a la limte quand n — 0o, en suivant les mémes démarches pour les limites comme avant, puis on passe &
la limite N — oo et on a alors la formulation faible suivante:

— // Cmv0Opp; dx dt — / emvo(x)@i(0,z) dx
T Q

- // eu;Opp; dx dt — / e o(x)pi(0,z) dx
T Q

—|—/ M;(t,z,Vu;) - Vip; dx dt —l—/ h(t,z,v)p; do dt
Qr Qr

:// Topp(t, x)p; dx dt,
T

Yo € LP(0, T, Wy (Q)) fixeé.
Maintenant, on fait la soustraction entre les deux formulations variationelles ([2.56)),(2.58|) pour obtenir:

(2.58)

/cmv(O,x)goi(Ow) dx—i—/ eu; (0,2)0i0; (0, z) dx
Q Q

:/Qcmvo(x)goi(o,x) d:z:—&—/ e 0(2)ei(0, ) dx

Q

Ensuite, on fait ¢ — 0 pour trouver que vg(z) = v(0,z) dans L?(Q2). Et on remplace vo(z) = v(0,z) dans cette
égalité, en simplifiant par € > 0, pour déduire que: u;(0,x) = u; o(x) p.p. x € Q.
Par conséquent, on a complétement démontré le théoréme (2.4).



Chapter 3

Etude du systéme bidomaine linéaire

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de Pexistence de solutions faibles du modéle bidomaine par déduction du modéle
non-dégénéré en variant € > 0 dans le chapitre 2 puis en passant a la limte quand € — 0. Plus précisement, on
s’intéresse dans ce chapitre au systéme dégenérée bidomaine (linéaire) suivant:

{cm&gv — div(M,(t, 2)Vu,;) + h(t, z,v) = Ipp(t, x), 3.1)
emOv + div(Mc(t, £)Vue) + h(t, x,v) = Ipp(t, z),
aves les mémes conditions limites de Dirichlet:

u; =0, sur 0 x (0,T). (3.2)
En ce qui concerne la condition initiale est exprimée comme suit:

v(0,z) = vo(z), x €. (3.3)

Définition 3.1. On dit qu’une solution (u;,u.,v) du probléme bidomaine (3.1)) est faible si le triplet de fonctions
ui, ue et v € L2(0,T, H} () avec v = u; — u, telles que dyv € L*(0,T, H (),
v(0) = v p.p. dans Q et elle vérifie la formulation faible suivante:

T
/ Cm(at’l), wi)Hfl(Q),Hé(Q) dt + / Mi(t, x)Vuz -V, dx dt
0 Qr

+ // h(t,z,v)p; do dt = // Lopp(t, x)p; dx dt,
T Qr

T
/ cm (Opv, gpe)Hfl(Q)’Hé(Q) dt — / M., (t, z)Vu, - Vo dz dt
0 Qr

—|—/ h(t,z,v)pe dx dt = // Lopp(t, ) pe dzx dt,
Qr Qr

Yo; € LP(0,T, Hy(Q)), j =1i,e.

Théoréme 3.2. On suppose que les conditions (2.4)-(2.13)) sont vérifiées.
Si vy € L*(Q) et Iy, € L*(Qr)- alors le systéme bidomaine (3.1),(3-2),(3-3), posséde une unique solution faible.
En plus, si vg = u;,0 — Ue,0 GVEC Ui, Ueo € Hi(Q) et Iopp € L*(Qr) alors Opv € L*(Qr).

(3.4)

On va prouver ce théoréme sous les deux cas suivantes:
e Le cas 0il vy = U0 — Ue,0 aVEC Ui g, Ueo € Hg ().

e Le cas ot vy € L*(Q).
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- 1
3.1 Le cas ol vy = u;( — Uep AVEC U0, Ueo € Hy().

On sait d’aprés le chapitre 2 ot on a utilisé la méthode de Faedo-Galerkin qu’il existe des suites {u; ¢}, {ue E
{ve} e>0 AVEC Ve = Uj e —Ue - de solutions approchées (solutions Faedo-Galerkin) du systéme non-dégénéré ([2.1] ,
cf. Définition 3.1 (avec p = 2). En outre, on a évidemment ces solutions satsifont les estimations d’ energle pour

= 2) dans le lemme suivant:

Lemme 3.3. On suppose que les conditions sont vérifiées.
Si i, Ueo € L2(Q) et Lopp € L*(Q7), alors zl emste des constantes positives ¢y, ca, c3 indépendantes de ¢ tel que:

HU€||L°°(O,T,L2(Q)) + Z ||\/guj;5||Loc(0’T’L2(Q)) < ¢, (36)
j=te
Z Ve L2Qr) S 2 (3.7)
Jj=i.e
D Mgl or) < e (3.8)
Jj=i,e

Si de plus, u;0,uco € H&(Q), alors il existe une constante cy4 > 0 indépendante de € telle que:

[00vell p2(qp + Z ||\@3tuj7€||L2(QT) < ¢y, avec j =1, e. (3.9)

j=t,e

Proof. D’apreés le lemme (2.3), les estimations d’énergie sont vérifiées par vy, i, Uen qui seront remplacées par
Ve, Uie, Uee. De plus, en se référant & la démonstration du lemme (2.3) on trouve que les constantes ¢, ¢z, ¢3, ¢4
sont indépendantes de ¢. O

D’apreés les estimations d’énergie (3.6),(3.7),(3.8)),(3.9) et le corollaire de bornitude et de compacité (voir Annexe),

on peut conclure qu’il existe des sous-suites {ve} oo, {jc .o, avec j =i, e, et ve = u; o — ue . telles que:

e v. — v converge faiblement dans L?(0, T, H;(Q2)),

e Jiv. — Oyv converge faiblement dans LQ(QT),

e u; . — u; converge faiblement dans L*(0, T, H}(f)),

e et c0iuj. — 0 converge faiblement dans L*(Qr), avec j =i, e.

D’aprés D’aprés le théoréme de Aubin-Lions avec Ha(Q) < L*(Q) < L*(Q) (voir Rappel), on obtient

compacte continue
vp — v converge fortement dans L*(Qr), et ujn — u; converge aussi fortement dans L?*(Qr). Et d’aprés le théoreme
de Fischer-Riesz, on peut extraire aussi une sous-suite v. — v p.p. dans Q7 et u; . — u; p.p. dans Q.
Comme on a dyv., Oyv € L*(Q) et HE(Q) € L*(Q) ¢ H*(Q) donc d’aprés le théoréme de Caratérisation de H ()
et la définition de la convergence faible on a alors:

(Orve, ) g—1(),m1 (@) = (Orve, P)r2() = (00, @) -1(0), 1L () = (00, B)L2())

Vo € HE(Q). Aussi on a v € L?(0,T, H} (Q)) et 0,v € L*(0,T, H*(Q)) alors on conclut,en utilisant le théoréme de
Lions-Magenes (voir Section 1.2), que v € C°([0,T], L*(Q2)). En se référant a la preuve de lemme (2.5), on déduit
aussi que h(t,z,v.) — h(t,z,v) fort dans LY(Qr), Vq € [1,2).

Maintenant, avec tous ces convergences, on travaille avec la méme stratégie du chapitre 1 pour démontrer que la
condition initiale est vérifiée, ensuite I’existence de la solution faible du modéle bidomaine ,,, cf.
Définition 3.1, donc on a prouvé le premier cas du théoréme 3.2.
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3.2 Le cas ot vy € L*(Q).

Pour traiter ce cas, on a besoin de régulariser la condition initiale vy par une suite {Uo,p}p>0 de fonctions satis-
faisantes:

vo.p € Hy (), 00l 120y < llvollp2(ys vo,p = vo dans L*(€2) quand p — 0.

Pour p > 0, on fait la décompostion de vg , de la maniére suivante:
1
Vo,p = Ui,0,p — Ue,0,p AVEC Ui,0,p, Ue,0,0 € Hy ().

On déduit, d’aprés le premier cas, qu’il existe des suites {vp}p>0, {50} s> aVEC j = i€, €t v, = U; ) — Ue,, de sorte
que u; p,ue , € L*(0,T, H3(2)), v, € L*(Qr) et on a :

// cm O, p; da dt +/ M, (t, )Vu;, - Vo, dr dt
T Qr

+ // h(t,z,v,)p; do dt = // Topp(t, x)p; dx dt,
Qr Qr

// cm OV, pe da dt 7/ Mc(t, z)Vte,, - Ve dr dt
Qr Qr

+ // h(t,z,v,)pe do dt = // Topp(t, ) pe dx dt,
Qr Qr

Yo, € LP(0,T, H}(Q)), j =1,e. En plus, on a ces solutions satsifont les estimations d’énergie (pour p = 2) dans le
lemme suivant:

(3.10)

(3.11)

Lemme 3.4. On suppose que les conditions (2.4)-(2.13|) sont vérifiées.
St Ui,0,Ue,0 € Lz(Q) et Iopp € LQ(QT), alors il existe des constantes positives c1,ca,cs, ) indépendantes de p tel
que:

||UP||L°0(O,T)L2(Q)) < ¢, (3.12)
Z Hvuj,P”Lz(QT) < ¢z, (3.13)
Jj=i,e
Z ||uj7p||L2(QT) g C3, avec .] = i7 €, (314)
j=i,e
||atvp||L2(07T7H—1(Q)) < Ciy (315)

Proof. D’apres le lemme (2.3), les estimations d’énergie sont vérifiées par v, uin, Uen qui seront remplacées par
Up, Uip, Uep. De plus, en se référant & la démonstration du lemme (2.3) on trouve que les constantes c1, c2, c3 sont
indépendantes de p. Il suffit de montrer la derniére estimation du lemme. D’aprés la conséquence du théoréme de
Hahn-Banach, V¢ € L*(0,T, H3(2)) on a:

T
|/0 (Ovps ) -1(0),H1 () At
195voll L2 0,7, 111 (02)) = sup :

PEL2(0,T,HE(Q)), |\90||L2(0,T,H5(Q))
@#0
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Maintenant, on prend ¢ = ¢; € L*(0,T, H}(Q)) dans I'une des formulations variationnlles (3-10),(3:11)) et on utilise
I'inégalité de Holder puis 'inégalité de Poincarré pour obtenir:

T
/ (3tvp7§0j)H*1(Q),Hé(Q) dt| < HMJ‘”Loo(QT)||vuj,p||L2(QT)||v80j,p||L2(QT)
0

1Al 2 0p) M 2 1230l L2 ()

+ ||Iapp||L2(QT)||<Pj,p||L2(QT)7

< (CZHMJ'HLOO(QT) + BCp
+CP||IGPPHL2(QT))|‘(pj,P||L2(O,T,H&(Q))7
< 021||90j,p||L2(o,T,H(}(Q))’

avec j = i,e et ¢ = CQHM]‘”LOQ(QT) + BCp + Cp||Iapp||L2(QT) une constante positive indépendante de p. Par
conséquent, on a ||6tvaL2(o,T,H—1(Q)) < . D’ou la démonstration du lemme. O

D’apreés les estimations d’énergie (3.12)),(3.13),(3.14),(3.15)) et le corollaire (1.5), on ales suites {ve} - o, {wi,p} =05 {te,p} o0
sont uniformément bornées dans L?(0, T, H} (Q2)) et {0vp} - est uniformément bornées dans L*(0,T, H ' (Q)) mais
on sait pas de la bornitude de {Oiu; o}, -
Donc on peut conclure qu'il existe des sous-suites {ve},. o {ujp} s, avec j =1i,e, et v, =u;, — ue,, tel que:

e v, — v converge faiblement dans L*(0,7, H; (1)),
e 0yv, — O,v converge faiblement dans L*(0, T, H'(Q)),

e u;, — u; converge faiblement dans L*(0,7, Hj(Q)), avec j = i,e. D’aprés le théoréme de Aubin-Lions avec
WyP(Q) < L*) < HYQ) (voir Rappel), on obtient v, — v converge fortement dans L?(Qr).

compacte continue
Ensuite, on conclut que v, — v p.p. dans Q7.

Aussi, d’aprés ce qui précéde on a h(t,z,v,) — h(t,z,v) faible dans L?*(Qr) et en se référant a la preuve de lemme
2.4, on déduit aussi que h(t,z,v,) = h(t,z,v) fort dans LY(Qr), Vg € [1,2).
Maintenant, on peut passer & la limite p — 0 avec tous ces convergences pour démontrer l'existence de la solution

faible du modéle bidomaine (3.1)),(B.2),(3-3) dans le cas ot vy € L?(£2). D’ott la démonstation du théoréme 2.8 dans
le deuxiéme cas.



Chapter 4

Etude du systéme bidomaine non-linéaire

Le chapitre 4 est consacré a I’étude de ’existence de solutions faibles du modéle bidomaine non-linéaire qui est
une généralisaion du modele bidomaine linéaire . On déduit cette existence de solution faible de ce modéle du
modéle non dégénéré qui a été traiter dans le chapitre 2 en se variant € puis on passe a la limite quand € — 0
de méme stratégie du modéle bidomaine. Plus précisement, on s’intéresse dans ce chapitre au systéme dégenéré
non-linéaire suivant:

{cmﬁtv —div M;(t,z, Vu;) + h(t, z,v) = Lpp(t, x), (41)
emOv +div M (t, z, Vue) + h(t, x,v) = Iopp(t, ),
aves les mémes conditions limites de Dirichlet:

u; =0, sur 002 x (0,T). (4.2)
En ce qui concerne la condition initiale est exprimée comme suit:

v(0,z) = vo(z), x €. (4.3)

Définition 4.1. On dit qu’une solution (u;, u.,v) du probléme non-linéaire (4.1 est faible si le triplet de fonctions
i, ue et v e LP(0, T, W, P(Q)) avec v = u; — u, telles que dv € LY (0, T, W5 (Q)), v(0) = vy p.p. dans Q et elle
vérifie la formulation faible suivante:

T
/0 Cm(at’U,(,Oi)Wpr/(Q)’WOlvp(Q) dt + / o Mi(t,x, V’U,Z) . VQDZ dx dt
T

+ // h(t,z,v)p; dx dt = // Topp(t, )i dx dt,
T Qr

T
/0 le(atv,@e)W71,p/(Q)7W01,p(Q) dt /Q M. (t,z,Vue) V. dr dt
T

+ // h(t,z,v)pe dx dt = // Topp(t, x) e dx dt,
Qr Qr

Vo, € LP(0, T, W, *()), j =i,e.

Théoréme 4.2. On suppose que les conditions [R.4)-[2.12) et [2.14) sont vérifices.
Sivg € L2(Q) et Lopp € L*(Q7). alors le systéme non-linéaire (@.1)),(E.3), , posséde une unique solution faible.
En plus, sivo = i 0 — Ue,0 QUEC Ui, Ueo € Wol’p(Q) et Lopp € L*(Qr) alors O, € L*(Qr).

(4.4)

(4.5)

~

On va prouver ce théoréme sous les deux cas suivantes:
N 1
e Le cas oll vg = ;0 — Ue,0 AVEC U0, Ueo € WP (Q).

e Le cas ot vy € L*(Q).
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o 1,p
4.1 Le cas oll vy = u; — Uep AVEC Ujp, Uy € W' (Q).

On sait d’aprés le chapitre 2 ot on a utilisé la méthode de Faedo-Galerkin qu'il existe des suites {u;} .o, {Ue.c}.<q,
{ve} .o avec ve = u; c—uc . de solutions approchées (solutions Faedo-Galerkin) du systéme non-dégénéré (2.1)),(2.2),(2.3),
cf. Définition 2.2, et elles vérifient les formulations faibles suivantes pour tout € > 0 :

// CmOpvep; dx dt + E/ O cp; dx dt
Qr Qr

—|—/ M;(t,z,Vu,; ) - Ve, dr dt +/ h(t,x,ve)p; dx dt (4.6)
Qr Qr

:// Topp(t, x)p; da dt,
T

// CmOvepe dx dt + 6/ Ol cpe dx dt
T Qr

—|—/ M (t,z,Vue,) - Vipe dx dt +/ h(t,z,v:)pe dx dt (4.7)
QT Qr

= // Topp(t, z)pe dx dt,
Qr

Ve; € LP(0,T, Wy *(Q)), j =1i,e.
De méme le lemme 2.10 pour le modéle bidomaine (3.1)), on a les estimations d’énergies pour le modéle non-linéaire

({.1):
Lemme 4.3. On suppose que les conditions (2.4)-(2.12) et (2.14) sont vérifiées.

Si wi 0, Ueo € L*() et Lopp € L*(Q7), alors il existe des constantes positives c1,ca, c3 indépendantes de n tel que:

lvell Lo 0.7 220y + D2 IVEUs el e 0.1, 1200y < €1 (4.8)
Jj=i,e
Z Hvuj78||Lp(QT) < ¢2, (4.9)
Jj=ti,e
Z HUJ}E |LP(QT) < ¢s, (4.10)
j=i,e

Si de plus, u;0,Uco € WOI’p(Q), alors il existe une constante c4 > 0 indépendante de € telle que:

Hatvs||L2(QT) + Z ||\/gatuj,€||L2(QT) < Cq, avecj = 7:76' (4]‘1)

j=t,e

D’aprés les estimations d’énergie (4.8),(4.9)),(4.10),.11) et le théoréme de Aubin-Lions, on peut conclure qu’il

existe des sous-suites {vc}, ., {Wjc}.o o, avec j =1, e, et ve = u;c — uc e tel que:

e v. — v converge faiblement dans L?(0,T, Wy (Q)),
ve — v fortement dans LP(Qr), p.p dans Qr,

e J;v. — Oyv converge faiblement dans LQ(QT),

e uj. — u; converge faiblement dans L?(0, T, W, *(Q)),
uje — u; fortement dans LP(Qr), p.p dans Qr,

e et edyu . — 0 converge faiblement dans L*(Qr), avec j = i, e,
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quand € — 0. )
Comme on a dv., dw € L*(Q) et WP (Q) € L*(Q) € W~ (Q) donc d’aprés le théoréme de Caratérisation de
W17 (Q) et la définition de la convergence faible on a alors:

(atvsaQb)w—l,p’(g),wc}vp(g) = (8t057¢)L2(Q) — (6tv7¢)L2(Q)) = (atv7¢)W—1,p’(Q)7W01~P(Q)7
Vo € WyP(Q). Aussi on a v € L*(0,T, Wy ?(Q)) et v € L*(0,T, W12 (Q)) alors on conclut,en utilisant le

théoréme de Lions-Magenes continuité (voir Annexe), que v € C°([0, T}, L*(Q)).
D’aprés les conségiences des estimations d’énergies (2.35)),(2.36)),(2.37),(2.38), on déduit quand £ — 0 que:

o M;(t,z,Vu;.) — %; faiblement dans LPI(QT,R?’),

o h(t,x,v:) — h(t,z,v) p.p. dans Qr et h(t,x,v:) — h(t, z,v) faiblement dans L”/(QT).
En se référant a la preuve de lemme 2.4, on conclut aussi que h(t,z,v:) — h(t, z,v) fort dans LY(Qr), Vq €
(1,p).

On a déja dit que le cas bidomaine p = 2 ou M;(t, z, &) = M, (t, z)§ différe du cas non-linéaire p > 2 ol par exemple
M;(t,z,€) = |§|p*2Mj(t, x)€ ou la convergence faible ¢a suffit pour le premier cas quand on passe a la limite ¢ — 0.
Par contre que le deuxiéme cas a besoin de la convergence forte des gradients Vu; , dans LP(Qr) pour identifier
¥; comme M;(t,z, Vu;) et dans la suite on va 'identifier:

Lemme 4.4. Pour j = i,e,

T
lim sup Z / / M;(t,z,Vu;je) - Vu, dr dt
0o Ja

e—=0 T
J=r,e

T
< Z / / Yj(t,x) - Vu; dx dt.
iZiedo Ja
Proof. On retourne aux formulations variationnelles (4.6),(4.7) en choisissant les fonctions tests comme suivent:
Qi = Ui — Ui €6 Pe = —(Ue,e — Ue).
Par conséquent, ;. + Qec = Ve —V €t Qi — Yo = Z (uj,e —uj), avec j = i,e. On remplace ¢; et @, par ses

j=i,e
valeurs dans ces formulations variationnelles et on les somme pour obtenir:

// (emOpve(ve —v) + Z ediuje(uje —uy)) do dt

Jj=i,e

+ Z /Q M;(t,z,Vu;e) - (Vuje — Vu;) de dt

Jj=i,e
+ // h(t,x,ve)(ve —v) da dt = // Topp(t, z)(ve —v) da dt.
T Qr
On note par Jg avec i =0, ..., 3 les termes de la derniére équation qui se réecrit de la maniére suivante (a respecter

Pordre):
R A Y}

On a d’aprés les conséquences précédentes des estimations d’énergie dans ce cas quand € — 0:
e Jyv. — Oy converge faiblement dans L?(Q7),
e v. — v converge fortement dans L?(Qr), donc on a v. — v — 0 converge fortement dans L*(Qr),

e c0;u;. — 0 converge faiblement dans L*(Qr),



52 CHAPTER 4. ETUDE DU SYSTEME BIDOMAINE NON-LINEAIRE

e wu;. — u; converge fortement dans L?(Qr), donc on a u;. —u; — 0 converge fortement dans L*(Qr),
e h(t,x,v.) — h(t,z,v) faiblement dans Lp/(QT).

Alors d’aprés les estimations d’énergies et les convergences fortes (voir Annexe), on a alors:

|JO| = //Q (emOsve(ve —v) + Z g0y (uj e — uj)) dr dt

j=t.e
< Cm||at'UsHL2(QT)||Us - U||L2(QT) + \/‘EH\/’ga’fu||L2(QT)Huﬂ?6 B uj||L2(QT)
donc lim J? = 0,
e—0

et

hmJ—hm// h(t,z,v:)(ve —v) da dt = 0.
e—0 e—0 -

Ensuite, comme on a Iy, (¢, x) € L*(Qr) alors la définition de la convergence nous donne:

3 _ _ _
E11_%&7 611_21(1)// app(t, ) v) da dt = 0.

Par conclusion, on prend la limite supérieure quand ¢ — 0 dans ’équation précédente pour obtenir:

lim sup szlimsupz / M;(t,z,Vuje) - (Vuje — Vu;) de dt <0.
Qr

e—0 e—0
Jj=t,e

Comme on a M;(t,z, Vu;.) — ¥; faiblement dans L” (Qr,R?) et en utilisant la définition de la convergence faible
on déduit que:

limsupz / M;(t,z,Vu;e) - (Vu,e) de dt
Qr

e—0
j=i,e
< limsupz / M;(t,z,Vuj) - (Vu;) dx dt
e—0 j—ie Qr
Z // i(t,x) - Vu; dx dt.
j=i,e T
D’ou la démonstration du lemme. O

La convergence forte des gradients Vu;, dans L”(Qr) est une conséquence du lemme précédent. On va la
prouver dans le lemme suivant:

Lemme 4.5. Pour j = i,e Pour j = i,e, Vu;, — Vu; converge fortement dans L?(Qr) quand n — oo et
Xi(t,x) = M;(t,xz, Vu;) p.p. pour (t,x) € Qr avec j =1,e.

Proof. Comme on a d’aprés ce qui précéde que:
o M;(t,z, Vu;) est bornée dans LP (Qr),

e et quand € — 0 Vu; . — Vu; converge faiblement dans LP(Qr),
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alors on déduit que:

e—0

lim sup Z / M;(t,z,Vu;.) - (Vu; — Vu;) dz dt = 0.
Qr

J=1,e

Mais ’hypothése de monotonie ([2.5) de M; nous donne que:

> //T(Mj(t,x, Vuj.) — Mj(t,z, Vuj)) - (Vuj. — Vuj) de dt

j=te

> Cum Z // |V, — Vu;|P dx dt.
Qr

Jj=i,e

En conclusion, d’aprés ce qui précéde et du lemme précédent donc on a:

Cs limsup Z // |Vu; . — Vu;|P da dt
T

e—0
J=,e

< ILm Z // (M;(t,z, Vuje) — M;(t,z,Vuy)) - (Vuje — Vu,) de dt,
j=i,e T

<0.

Quand ¢ — 0 on a Vu;. — Vu; converge fortement dans LP(0,T, Wol’p(Q)), avec j = i,e. En conclusion,
M;(t,z,Vu;.) — M,;(t,z, Vu;) converge fortement dans LP(0,T, WyP' (), avec j/: i,e.

En plus, on a M;(t,z, Vuj.) — %;(t,x)) converge faiblement dans L (0, T, Wy* (Q)) alors d’aprés Punicité de
la limite au sens de distribution on a 3;(t,z) = M;(t,x, Vu;) p.p. pour (t,z) € Q7. D’ou la démonstration du
lemme. O

Maintenant, avec tous ces convergences, on travaille avec la méme stratégie de la section de la condition initiale
du chapitre 2 pour démontrer que la condition initiale (4.3) est vérifiée, ensuite I’existence de la solution faible du
modéle non-linéaire (4.1),(4.2),(4.3)), cf. Définition 4.1, donc on a prouvé le premier cas du théoréme 4.2.

4.2 Le cas ot vy € L*(0Q).

On fait la preuve avec la méme stratégie de la démonstration de la deuxiéme cas du systéme bidomaine (3.1), on a

besoin de régulariser la condition initiale vy par une suite {Uo,p}p>0 de fonctions satisfaisantes:

1,p 2
vo.p € Wo (), l[vo,pllp2q) < llvollL2(qys vo,p = vo dans L7(€2) quand p — 0.
Pour p > 0, on fait la décompostion de vy , de la maniére suivante:
1,
V0,p = UiL0,p = Ue,0,p AVEC Ui0,p, Ue0,p € Wo (€2).

On déduit, d’aprés le premier cas, qu’il existe des suites {vp}p>0, {U/j)p}p>0, avec j =i, e, et v, = u; , — Ue,, de sorte
1,
que u; p, U, € L*(0,T, W, P(Q)), 0, € L*(Qr) et:

// CmOpvpp; da dt —|—/ M;(t,z,Vu, ,) - V; do dt
T QT

+ // h(t,z,v,)p; dz dt = // Topp(t, x)p; dx dt,
T QT

// CmOpvp e da dt — / M. (t,2Vu,) - V. dz dt
T QT

+ // h(t,z,v,)pe dz dt = // Topp(t, x)pe dx dt,
T QT

(4.12)

(4.13)
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Vo, € LP(0,T, Wol’p(Q)), j =1,e. Pour passer a la limite p — 0 dans les formulations précédentes (4.12)),(4.13]), on
a besoin des estimations qui sont exprimées dans le lemme suivant:

Lemme 4.6. On suppose que les conditions (2.4))-(2.12) et (2.14) sont vérifiées.
St Ui 0,Ue,0 € LQ(Q) et Iopp € LQ(QT), alors il existe des constantes positives c1,ca,cs,c] indépendantes de p tel

que:

||,UP||L00(O’T’L2(Q)) < ¢, (4.14)
Z Hvuj,/)||L2(QT) < ¢, (4.15)
j=t,e
Z ||uj7l)||L2(QT) < C3, avec .7 = i7 €, (4]‘6)
Jj=t,e
1000l 20,0107 (02)) < cy. (4.17)

Proof. D’apreés le lemme (2.3), les estimations d’énergie sont vérifiées par vy, i n, Ue,n qui seront remplacées par
Up, Ui,p, Ue p. De plus, en se référant & la démonstration du lemme (2.3) on trouve que les constantes c1, ¢z, c3 sont
indépendantes de p. Il suffit de montrer la derniére estimation du lemme. D’aprés la conséquence du théoréme de
Hahn-Banach, Yo € L*(0, T, W, (Q)) on a:

T
‘/0 (8tvpv@)W*LP'(Q),WOI”’(Q) dt

”atvp”[,? 0.T.W-1.2"(Q)) — sup
0,7, P(2)) ngLz(O,T,WOLP(Q))y ‘|¢|‘L2(O,T,W&’p(ﬂ))
P#0

Maintenant, on prend ¢ = ¢; € L*(0,T, W,P(2)) dans une des formulations variationnlles (£.12),(#13) et on
utilise I'inégalité de Holder puis 'inégalité de Poincarré pour obtenir:

< HMjHLp/(QT)HV@J}p”Lp(QT)

T
/o (8tvpv@j)w—l‘P’(Q)yWJ’p(Q) dt

1 2, 90) oy 120 0
+ ||IappHL2(QT)H@j,pHLp(QT)a
< (a¥ ey + BV Cp
+ CPHIapp”Lz(QT)) 15,0

|L2(0,T,W(}'p(9))’

< Cil/”(pjaﬂHL%O,T,W&”’(Q))’

1 1
avec j =i,e et ¢ = ar cy+ 87 Cp + Cp|Lappll2(g,) une constante positive indépendante de p. Par conséquent,
on a ||3tvp\|L2(0 WL () S ;. D’ott la démonstration du lemme. O

D’aprés les estimations d’énergie (£.14)),([4.15)),(#.16),[#.17) et le corollaire (1.5), on a les suites {vp} 0 {uin} 05 {tep} o0
sont uniformément bornées dans L*(0, T, W, *()) et {0rvp} - est uniformément bornées dans L2(0, T, W17 (Q))
mais on sait pas de la bornitude de {Oyu;,} -
Donc on peut déduire qu’il existe des sous-suites {vp}p>07 {uj’p}p>0, avec j =i, e, et v, = u; , — Ue,, tel que:

e v, — v converge faiblement dans LP(0, T, W, (Q)),

e O, — Oy converge faiblement dans L (0,7, W_LP/(Q)),
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e u; , — u; converge faiblement dans LF(0, T, Wol’p(Q)), avec j = i,e. En utilisant le théoréme de Aubin-Lions
avec Wy P(Q) c  LP(Q) C W57 (Q), on obtient v, — v converge fortement dans L”(Qr). Ensuite,

compacte continue
on conclut que v, — v p.p. dans Qr et u;, — u; p.p. dans Q7.

Aussi on a v € L2(0,T, W, *()) et d,v € L*(0,T, Wﬁl’p/(Q)) alors on conclut,en utilisant le théoréme de Lions-
Magenes continuité (voir Annexe), que v € C°([0,T], L*()).

En plus, d’aprés les conséquences des estimations d’énergies ([2.35)),([2.36),([2.37), ([2.38)), on déduit quand p — 0
que:

e on a h(t,xz,v,) — h(t,z,v) faible dans Lp,(QT),h(t,x,vp) — h(t,z,v) p.p dans Q7 et en se référant a la
preuve de lemme (2.5), on déduit aussi que h(t,z,v,) — h(t,z,v) fort dans LY(Qr), Yq € [1,p).

o M;(t,x,Vu;,) — X; faiblement dans LY (Qr,R?).

Avec tous ces convergences, on peut simplement passer & la limite pour obtenir Iexistence de la solution faible
du systéme non-linéaire (4.1),(.2)),(4.3) mais il reste & identifier ; comme M;(t,z, Vu;), donc on a besoin de la
convergence forte des gradients Vu; , dans L”(Qr).

Mais la différence entre ce cas et le cas précédent est que vy n’est pas réguliére pour assurer la convergence faible
de d;v, dans LQ(QT), qui a été utilisée dans la preuve du lemme 4.4. Pour traiter ce probléme, on applique une
méthode de régularisation du temps introduites par Landes [7] pour résoudre des équations paraboliques et dans la
suite on va l'identifier en prouvant les lemmes suivants:

Lemme 4.7. Pour j =1,e,

T
limsupz /0 /0 /QMj(t,x,Vuj,p) -Vu;,, de ds dt

p—0 j=te
T pt
<y / / / %,(t,z) - Vu, dx ds dt.
iZedo Jo Ja
Proof. La démonstration est basée sur les deux étapes suivantes:
e Régularisation du temps de v avec v = u; — u,.
e Continuer avec la méme stratégie de la démonstration du lemme 4.4 en utilisant ces fonctions de régularisations.

La premiére étape consiste a régulariser en temps pour la fonction v avec v = u; — u, qui sont les limites de fonctions
Ui, p, Ue,p €t v, d’aprés les estimations d’énergies précédentes. On note cette fonction de régularisation par (v),, avec
1 est un paramétre de régularisation tend vers linfini. On définit (v), est Punique solution de LP(0,T, W, ()
de I’équation parabolique suivante:

9y (v), + p((v), —v) =0, Dans D'(Qr), (4.18)
avec la condition initiale est exprimée comme suit:
(V)uli=o = v5, T EQ, (4.19)
ot {vf},>1 est suite de fonctions tel ques:
o vf € Wy P(Q), vh — vy dans L?(€) quand p — oo,
o et %HUS‘HW[}.p(Q) — 0 quand p — oo.

D’apres Landes [7], on peut déduire les propriétés suivantes:
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i at(v)# € Lp(03T7 W()Lp(Q))v

e ct (v), — v fortement dans LP(0,T, W, "*(Q)) quand p — oc.

Maintenant dans la deuxiéme étape, on suit la méme démarche comme la preuve du lemme 2.14 en choisissant les

fonctions tests:

i =uip— (Ui)y et Yo = —(Ue,p — (Ue)p)-

Par conséquent, ©; , + e p = U, — (V) €t ©i p — Pe p = Z (uj,p — (u;),), avec j =i,e. On remplace ¢; et @, par
J=e

ses valeurs dans les formulations variationnelles (4.12)), (4.13) et on les somme pour obtenir:

T
/ / / emOv,(v, — (v),) do ds dt
o Jo Jo

T pt
* Z /0 /0 /QMj(t’x’Vuj’P) “(Vug, — V(uy),) de ds dt

J=,e

+/0T/Ot/ﬂh(t,x,vp)(vp(v)u) dz ds dt
:/OT /Ot/ﬂlapp(t,m)(vp—(v)u) da ds dt.

On note par J;y p avec © = 0,...,3 les termes de la derniére équation qui se réecrit de la maniére suivante (a

respecter l'ordre):
0 1 2 _ g3
T T Tpu T Ip = Jp e

On veut passer premiérement & la limite quand p — 0 puis deuxiément quand p — co.
On commence par J/?,u en ajoutant le terme 0(v) (v, — (v),):

J/(J),u = /OT /Ot /Q EmOpp, (v, — (v),) dx ds dt
:/OT/Ot/Qcmat(vp—(v)#)(vp—(v)#) dx ds dt
+/OT/Ot/Qcm8t(v)M(vp—(v)u) dx ds dt
:/OT/Ot;i/Qcmm_(v)ﬂ)P do ds dt
+/OT/Ot/Qcm8t(v)M(vp—(v)u) dx ds dt
_ ;/OT/Qcmvp(v)#)z dz dt

T
—§/cm\v07p—vg\2 dz
Q

+/OT /Ot/ﬂcm&g(v)u(vp—(v)u) dx ds dt.

Comme on a vg, — v fort dans L?(Q) et d’aprés les estimations d’énergie on a v, — v fort dans LP(Qr), par
conséquent, fortement dans L?(Qr), quand p — 0.
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Ensuite, on passe a la limite quand p — 0 dans Jg# pour obtenir:

gl_I)r(lij# / / cm|v — (v),)|? do ds dt
—f/ /cm|v0—v{f|2 dz ds dt
2Jo Ja
T st
[ [ endutonto - ©),) do ds a
o Jo Jo

Comme on a:
e vy — vy fort dans L?(Q),
e 9:(v), € LP(0, T, W, "()) et (v), — v fort dans L*(Qr).

Ensuite, on passe a la limte quand p — co dans hmJ 5, bour obtenir:
lim limJ% = 0.

p—o0op—0 ol

Aussi, on a h(t,z,v,) — h(t,z,v) dans LY (Qr) et Lupp € L*(Q7) avec v, — v fort dans LP(Qr) donc on passe a
la limite dans JPQ’ L et in ., bour obtenir:

g%‘]m —;li%/ //htmvp — (v),) dx ds dt

:/0 /O/Qh(t,x,v)(v—(v)ﬂ) dx ds dt,

;%qu—gg%/ /0/ app )p) dx ds dt
/// app Ju) dx ds dt.

En plus, d’aprés (v),, — v fort dans LP(Qr) et en passan a la limite 4 — oo on a:

et

#ILH;OI{%JpH =0et #IEEO,I)%JM 0.

Par conclusion, on obtient:

limsup limsup J, ; <
pH—00 p—0

On déduit que:

limsupZ/ //M (t,z,Vuj,) - Vu;, de ds dt

p—0 j=i,e

< limsup limsupz / / /M (t,z,Vuj,) - V(uy), do ds dt

Jj=ti,e

T
:/ / /Ej~Vuj dx ds dt.
o Jo Ja

D’ou la démonstration du lemme. O
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Lemme 4.8. Pour j = i,e Pour j = i,e, Vu;, — Vu; converge fortement dans LP(Qr) quand n — oo et
Yi(t,x) = M;(t,x, Vuy) p.p. pour (t,x) € Qr avec j =i,e.

Proof. Comme on a d’aprés ce qui précéde que:
o M;(t,z, Vu;) est bornée dans LY (Qr),
e et quand € — 0 Vu,; . — Vu; converge faiblement dans LP(Qr),

alors on déduit que:

e—=0

lim sup Z / M;(t,z,Vuj.) - (Vu; — Vu;) dz dt = 0.
Qr

J=,e

Mais ’hypothése de monotonie ([2.5) de M; nous donne que:

> // (M;(t, 2, Vo) — Mj(t, 2, Vuy)) - (Vuj e — Vuy) de dt

J=e

> Cuy Z // |V — Vu;|P dx dt.
Qr

j=i,e

En conclusion, d’aprés ce qui précéde et du lemme précédent donc on a:

Chr limsup Z // |Vu; e — Vu;|P da dt
Qr

j=t,e

J=,e

< lim > / (M;(t, 2, Vuj o) — Mj(t,z, Vuy)) - (Vu,e — Vuy) de dt,
n oo QT
<0.

Quand ¢ — 0 on a Vu;. — Vu, converge fortement dans L”(0,T, Wol’p(Q)), avec j = i,e. En conclusion,
M;(t,x,Vuje) = M;(t,z, Vu;) converge fortement dans L7 (0,T, W,y* (Q)), avec j/: i,

En plus, on a M;(t,z,Vu,.) — X;(t,x)) converge faiblement dans L? (0,7, Wol’p (Q)) alors d’aprés 'unicité de
la limite au sens de distribution on a X;(t,z) = M,(t,z, Vu;) p.p. pour (t,z) € Qr. D’oit la démonstration du
lemme. O

€.



Chapter 5

Unicité des solutions faibles

Le but de cette derniére section est de prouver l'unicité des solutions faibles des systémes dégénérés c’est-a-dire
seulement pour le modéle bidomaine et non-linéaire.

Théoréme 5.1. On suppose que (2.4)-(2.14) sont vérifiées et p > 2.
Soit (Ui 1,Ue,1,01) et (Ui 2, Ue2,v2) sont deuz solutions faibles du modéle bidomaine (3.1),(3.2)) ,(3.3) ou du modéle

non-linéaire (4.1)),(4.2),(4.3) avec la condition initiale vo = vo 1, lapp = Lapp1 €t Vo = V0,2, Lapp = Lapp,2 TeSpPective-
ment. Alors Vt € [0,T] on a:

/Q'Ul(’*x) — vg(t, x)* dz

2 1
< exp ( Gt t> / o1 (2) — vo,2(x)|? da
Q

m

20, +1 [* 20, +1
+ }74_/ exp ( ht (t— 8)) / [Tapp,1(s,x) — Iapp72(s,x)|2 dx ds
0 Q

Cm Cm

En particulier, il existe au plus une solution faible du modéle bidomaine (3.1),(3.2) ,(3.3) et du modéle non-linéaire
(#.1),#4.2), (.3)-

Proof. D’aprés les deux définitions de solutions faibles de ces deux systémes (3.1),(4.1), les deux formulations faibles
sont, vérifiées pour toutes fonctions tests @; € LP(0,T, W, *(2)) avec j = i, e:

t
/ cm (0 (v1 — UQ),%)W—LP/(Q),W(}’P(Q) ds
0

t
+/ /(Mi(s,x, Vu; 1) — M;(s,z,Vui2)) - Vo, de ds
0 Jao

t (5.1)
+/ /(h(t,x,vl) — h(t,x,v2))p; dx ds
0 Ja
t
[ ana(t:) = Lupnatt, )i o s,
0 Ja
t
/0 Cm(at(vl - /U2)7S06)W*LP’(Q)7WOLP(Q) ds
t
— / /(Me(s,x, Viue1) — Me(s,2,Vue2)) - Ve dx ds
0 /O (5.2)

t
—|—/ /(h(t,x,vl)—h(t,x,vg))goe dz ds
0 Jo
t
[ ana(t.) = Luppalt, ) da ds,
0o Ja

99
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On choisit ¢; = u; 1 —u; 2 dans 'équation (5.1, = te,1 —ue 2 dans I'équation ([5.2)) et on somme les deux équations

t
puis on ajoute le terme Ch/ / |v; — vg|? dz ds d'une part et d’autre de I’équation pour obtenir:
0o Ja

t
cm/ (0e(v1 = w2); (1 = v2))yy-1.00 (@) w2 #(s2) 45

0
t
+ / /(Mj(s,x, VU]‘J) — Mj(S,J?, VUjg)) . (VU]‘J — Vu]',g) dr ds
0 JQ

J=re

t
+/ /(h(t,x,vl) — h(t,z,v2))(v1 — va) + Cplv1 — v2|2 dx ds
0 Jo
t
= C’;L/ |1 — va|? dx ds
0 Jo

t
+/ /(Iapp’l(t, x) — Lapp2(t, x))(v1 — v2) do ds.
o Ja

On note par E; avec i = 1,...,5 les termes de la derniére équation qui se réecrit de la maniére suivante (& respecter
Pordre):
E,+ Es + E3s=FE, + E5.

Maintenant, on va simplifier I’écriture de F7 minorer Fs, E5 et majorer Es:

e Comme on a d’aprés les deux définitions de solutions faibles de ces deux systémes (2.7),(2.11) que 9;v1, Orvg €
L*(Q) et d’aprés le théoréme de Caractérisation de W_l’p/(Q), on peut déduire que:

(O (v1 = v2), (01 — UQ))W*LP’(Q),WOI’P(Q)
(

= (O(v1 — v2), (v1 — v2))L2(0)

= %dii /Q lv1(s, ) — va(s, z)|? da.

Puis on intégre sur [0,¢] pour obtenir:
t
E = cm/ (O (v1 — v2), (v1 — vg))W_l,p/(Q)’WOl,p(Q) ds
0

em [t d 9
—7A £/9|v1(s,a:)—vg(s,x)\ dz ds

= %n/ vy (t, ) — va(t, x)|? do — %n/ [vo1 — vo.2|? da.
Q Q
e D’aprés la monotonie ([2.5) de M;(t,z,§) et comme Cps > 0, on obtient:

t
EQ = Z A A(Mj(syxavuj,l) — Mj(S,IE,VUj’Q)) . (V’u]‘J — VUJ‘Q) dzr ds

j=te

¢
>Cum Z / / |Vuji(t,z) — Vuo(t, )’ dz ds > 0.
0 Ja

j=i,e

e En utilisant les conséquences des hypothéses du courant ionique ([2.17)), on obtient:

t
Es = / /(h(t,%m) — h(t,x,v9))(v1 — v2) + Chlvy — va|? da ds > 0.
0 Ja
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e Comme on a Iupp 1, Lapp,2, V1,v2 € Lz(Qt) avec Q; = (0,t) x Q et en utilisant 'inégalité de Cauchy shwarz
puis 'inégalité de Young pour obtenir I’estimation suivante:

t
Es :/ /(Iapp,1(t,x)—Iapp’Q(@m))(Ul_vQ) da ds
0o Ja

< [Happ,1 — Iapp,2||L2(Q )HU1 - UQHLZ(Qt)’
1

< *”Iapp, - Iapp,

L?(Qt) ””1 UQHLZ(Qf)’
< 2/ / Lapp,1(s,x) — Lapp2(s, $)| dx ds

f//|v1(s,x)—v2(s,ac)|2 dx ds.
2Jo Jo

En combinant tous ces estimations dans la derniére équation et on obtient alors:
Cm 9
% [ 1nt0) =~ vaft.)? da
<—/|v01—v02\ dr + = / /|Iapplsx) Lppo(s,z)|* dz ds
+ (Ch + 7)/ lv1 (s, ) — va(s, x)|* dr ds.
27 Jo Ja
On pose maintenant que:

. y(s) = /Q jor(s,2) — va(s, 2)? dz > 0,

o 2(s) = / Lapp1 (5, 2) — Tappia(s, @) dz > 0,
Q

2CH +1

Cm

o ct A\ = > 0.

1
Comme — < )\, donc l'inégalité sera:
Cm

y(t) < y(0) + i/0 z(s) ds + )\/O y(s) ds

< y(0) + A ; z(s) +y(s) ds.

¢
On pose aussi w(t) = y(0) + )\/ z(s) + y(s) ds donc cette inégalité sera équivalente y(t) < w(t). Comme
0
A, 2(0),y(0) > 0 alors on obtient:

w'(t) = A(=(t) +y(t)) — A(2(0) +y(0))
A(z(t) +y(1))
< Az(t) + Mw(t)

En appliquant le lemme de Gronwall 1 (voir Annexe) sur w(t) avec g(t) = A et h(t) = Az(t), on déduit que:

t
t R /)\ds
wlt) < <w<o> + [ 2 ds> explo
0
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Comme y(t) < w(t) et w(0) = y(0) alors obtient:
y(t) < w(t)
< (y(O) + /Ot exp M\ z(s) ds) exp™t.
En remplacant chaque par sa valeur, on obtient alors I'inégalité suivante:
/Q vy (t, ) — va(t, x)|? dx
< exp (20h ha 1t) /Q [vo,1(z) — vo2(2)| da

m

20, +1 [* 20 +1
+ h / exp ( Z (t— 3)) / |Iapp,1(57x) - Iapp,2(37$)|2 dz ds
0 Q

CT n m

D’ou la preuve du théoréme. O



Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a la modélisation et I’étude du systéme bidomaine du tissu cardiaque. D’abord,
on a présenté les deux points de vue microscopique et macroscopique modélisant le tissu cardiaque. Ensuite, on a
abordé dans le chapitre 2 ’étude du systéme non-dégénéré de type parabolique. Ce systéme est obtenu en ajoutant
un opérateur d’amortissement €0; dépendant de paramétre de régularisation e. L’existence de sa solution faible est
démontrée en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin pour tout € fixé. Comme ce systéme couvre a la fois les deux
systémes bidomaines dégénérés linéaire et non-linéaire. On a montré dans le chapitre 3 et 4 I'existence des solutions
faibles de ces deux modéles en variant €. On a prouvé lexistence dans les deux cas sous la condition initiale ou
D vy € WO1 P(Q) et vg € L*(Q). Le premier cas se fait par déduction du chapitre 2 par passage & la limite sur le
probléme régularisé. Par contre, dans le deuxiéme cas la condition initiale est régularisée (I’existence de la solution
est assuré par le premier cas) et on établit des estimations d’énergies indépendantes de la régularisation pour ensuite
passer & la limite pour obtenir la solution faible.

Enfin, on termine ce travail par la démonstration de 1'unicité de solutions faibles de systémes bidomaine et non-
linéaire.

1l serait important dans la suite de faire 1’étude de I’homogénéisation du modéle monodomaine. Le modéle mon-
odomaine défini dans un domaine périodique €2 et est exprimé par:

fdiv(A(g)Vus) = f(z) dans Q,

avec A(+) la matrice de conductivité périodique, € trés petit et u. désine le potentiel électrique.
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Appendix A

Définition A.1. Soit F un espace vectoriel normé. On désigne par E’ le dual définit par:
E’ = { ensemble de fonctions linéaires et continues f : E — R}.
Si f € E' et 2 € E, on introduit le crochet de dualité:

(f,2)pre = f(x),

et d’apres le théoreme de Hahn-Banach, on a:

[, 2)eE
Vee E, ||fllg = sup M
rEE,x#0 Hx“E

~

En particulier, on a (L?(Q2))’ = L?(Q) et son crochet de dualité est exprimé alors de la maniére suivante:

Vi g€ IAQ),  (f.9)ra@ = /Q fg da.

Définition A.2. Soit F un espace de Banach. On dit qu'une suite u,, € E converge fortement vers u € E | et note
u, — u dans E, si et seulement si lim |ju,, — u||z = 0.
n—oo

Définition A.3. Soit E un espace de Banach de dual E’. On dit qu’une suite u,, € E converge faiblement vers
u € E | et note u,, = u dans FE, si et seulement si

VieE, f(uy) = (fyun)pe — f(u) = (f,u)p e (la convergence dans R).

En particulier, si on a u, — u faiblement dans LP() V1 < p < oo alors V¢ € (LP(Q)) = LP (Q), Ju € LP(Q),

1 1
/ Upp do —> / u¢ dx avec p’ le conjugé de p (= + — =1).
Q Q p p

Proposition A.4. (Convergence faible x Convergence forte)
1

Soient p,q,r € [1,+o0[ tels que % = ]1) + .
Si up, — u fortement dans LP(Q2) et v, — v faiblement dans L1(2),

alors upv, — uv faiblement dans L™ ().

On sait que la convergence forte implique la convergence faible. On peut remarquer qu’on ne peut pas conclure a
propos de la multiplication de la convergence faible avec la convergence faible au contraire de la multiplication de la
convergence forte avec la convergence forte qui nous donne la convergence forte.

Théoréme A.5. (Théoréme de Fischer-Riesz)
Soit LP(2) un espace de Banach muni de la norme ||| 1, o), p = 1.

Si (un)n est une suite de LP(Q) qui converge fortement vers u pour la norme |||, qy, alors on peut extraire une

suite (un )y qui converge presque partout vers u dans §2, on le note par u, — u p.p. dans Q (c’est-a-dire que u,(x)
converge vers u(x) dans ) sauf pour un ensemble A de Q0 de mesure nulle.)
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Notation: On note par E” le dual de E'.

Définition A.6. Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E”. On dit que E est
réflexif si J(E) = E”. Autrement dit, si F est réflexif alors £ =~ E”.

Corollaire A.7. Soit E un espace de Banach réflexif.
Alors pour toute suite bornée de E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E (c’est-a-dire qu’il
existe une sous-suite (uy)n € E tel que u, — u faiblement dans E).

Définition A.8. Soit F un espace de Banach. On dit que E est séparable §’il existe un sous-ensemble D C F
dénombrable et dense.

Définition A.9. Soit A et B deux espace vectoriels normés. On dit que A C B avec une injection continue s’il
existe une constante C' tel que
lull g < Cllull 5-

En particulier, si on prend I’exemple WP (Q) C LP(Q), V1 < p < oo avec une injection continue alors la constante
C dépend seulement de ||

Définition A.10. Soit F et F' deux espace vectoriels normés et soit Bg(0, 1) la boule unité dans F définie par
Bp(0,1) = {x € Bsla] < 1}.

On dit qu’un opérateur linéaire T :E — F est compact si T(Bg(0,1)) est relativement compacte dans F

c’est-a-dire T(Bg(0,1)) est compacte dans F. Autrement dit, £ C F avec une injection compacte.

Définition A.11. une fonction f(¢,z,€) : A x R™ — R” est dite fonction de Carathéodory, si et seulement si, f
mesurable en (¢,x) € A pour tout £ € R" et continue en £ € R™ pour (¢,z) € A p.p.

Théoréme A.12. (Théoréme de Carathéodory [Coddington, Earl A.; Levinson, Norman (1955)])
On considére 'EDO: y'(t) = F(t,y(t)), y(0) = yo,

avec F définit sur U x V :=1[0,p] X B, ot p >0 et B, C R" la boule de rayon r > 0 contient le vecteur yo.
Si F' vérifie les trois conditions suivantes:

e F(t,y) mesurable en t pour tout y fizé,
e F(t,y) continue en y pour tout t firé,
e I existe une fonction Lebesgue intégrable m(t) € L*(U) tel que:

|[F(t,y)| < m(t) pour tout (t,y) € U x V,

alors V’EDO admet une solution locale en temps sur [0,T) avec T* > 0.

Lemme A.13. (Formule de la divergence)
Soit Q un domaine de R®, avec O sa frontiére et n sa normale extérieure. Soit v une fonctions réguliér et u un
champ de vecteurs définis sur Q. Alors:

/(divu)vdx:/ u'nvd(f—/wVvd:c,
Q o9 Q

On introduit maintenant quelques inégalités trés utiles qui portent sur les normes de Sobolev:

avec divu =V -u.

Proposition A.14. (Inégalité de Young)
1 1
Soit a,b > 0 deux réels positifs, 0 > 0, p et p' > 0 deux réels strictement positifs tel que — + — = 1. Alors:
p p
a? v’

b< — + 60—
¢ 6’pJr P
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Proposition A.15. (Inégalité de Hélder)
1 &1 -
Soit 1 < p; < +oo et — = Z—. On suppose que f; € LP(Q) et f = Hfi’ alors :

r }
im1 Pi i=1

”fHLT(Q) < HHfiHLm(Q)'
i=1

On remarque alors que l'inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de I'inégalité de Holder pour p; = 2
et 1 =2.

Proposition A.16. (Inégalité de Minkowski)
Soit 1 < p < 4oo et V1 <i<n, f; des fonctions dans LP(Q). Alors:

> fi <D M ill o gey-

i=1 Lr(Q) i=1

Proposition A.17. (Inégalité de Poincarré)
Soit ) borné et 1 < p < co. Alors, Yu € Wol’p(Q), il existe une constante Cp qui dépend seulemnet de |Q| telque:

CprlIVullpp(q), sil<p<oo,

[l Lo () <

CPHVUHLI(Q)a sip=1
Lemme A.18. (Lemme de Gronwall 1)

Soit y une fonction positive et différentiable presque par tout t € [0,T] et g,h € L*°(0,T) deux fonctions positives
telles que y'(t) < g(t)y(t) + h(t). Alors, on a:

t _ | T) dT t s) ds
y(t) < y(0)+/0 exp /0 9(7) h(s) ds exp/O 9(s) , pp. t€10,T).

Lemme A.19. (Lemme de Gronwall 2)
Soit y € L>=(0,T), g € L'(0,T) deuzx fonctions positives et zy une constante positive telle que: y(t) < zo +

t
/ g(s)y(s) ds, p.p. t € (0,T). Alors, on a:
0

t
[ ats) ds
y(t) < zo exp/o0 , p.p. t€(0,T).

Proposition A.20. (Inégalité d’indice)
Soit a, b > 0 et p > 2. Cette inégalité nous donne que:

(a4 b)P < 2P71(aP +bP).
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